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PREFACIO

Excelente iniciativa do Prof. Jodo Augusto de Lima Rocha. Faltam-nos textos
elaborados por autores brasileiros que além da exposi¢ao do tema central coloquem-nos
imersos na nossa cultura cientifica e tecnoldgica. Isto €, apresentem o assunto com o contorno
da nossa propria formagdo e construcao da ciéncia e tecnologia cuja individualidade ¢ rica e
certamente necessdria para apresentar os pontos de vista que nos distinguem, contribuindo
para o avango do conhecimento universal. Traduzir um livro tem sem duvida seu valor, mas a
traducao fica sempre imersa no ponto de vista do autor ¢ nunca do tradutor. Traducao cabe
mais em situagdes em que o assunto ainda encontra-se imaturo na comunidade cientifica e
tecnoldgica.

Ressalto este primeiro aspecto, com grande satisfagdo, porque esta claro no texto o
reflexo da formagao do autor ao longo de sua vida académica, desde os tempos de estudante
até sua atuacdo como pesquisador e professor na UFBA. O fio condutor que orienta a énfase
dada aos diversos temas que se distribuem nos sete capitulos reflete claramente a nossa
tradicdo ja emergente na area de mecanica dos sélidos.

O tratamento do tema introduz aspectos originais com o enfoque da mecanica da
fratura no contexto da termodinamica do continuo. A facilidade com que o autor trata do
ferramental matemadtico e computacional agrega a fisica do problema particular elegincia.
O uso da andlise de sensibilidade permitiu o calculo apurado do parametro G, que ¢
termodinamicamente consistente e oferece informagdo complementar a outros fatores
introduzidos por outros autores.

O texto ¢ claro e o autor teve o cuidado de apresentar os aspectos mais fundamentais
da fisica do problema bem como do ferramental analitico permitindo uma leitura
relativamente facil. O desenvolvimento da teoria da fratura desde os primeiros trabalhos
importantes de Griffith até os recentes resultados mais importantes ddo uma consisténcia
historica que auxilia no melhor entendimento do fendmeno. Os exemplos sao bem-vindos,
completando os resultados tedricos com seguranca.

A mecanica da fratura vem se tornando um dos pontos criticos nos projetos de
estruturas para as mais variadas utilizacdes. O desenvolvimento de novos materiais,
particularmente os ndao homogéneos, exige a andlise da vida util e dos diversos riscos que
podem levar uma estrutura ao colapso sendo a progressao da fratura um importante fendmeno

que necessita de analise cuidadosa. O livro do Prof. Lima Rocha é um 6timo texto, tanto para
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estudantes de Engenharia como para engenheiros encarregados do projeto de estruturas que
exigem alto grau de confiabilidade, como as que estdo presentes em aeronaves, plantas
nucleares, navios e outros veiculos, para dar alguns exemplos.

Nao posso encerrar estas palavras introdutérias sem externar minha imensa satisfacao
de ver um dos meus estimados ex-alunos contribuindo significativamente para o progresso da
Engenharia brasileira, agregando conhecimento verdadeiramente autbnomo a um setor de
capital importancia para a pratica da Engenharia. Que este exemplo possa ser imitado por
tantos outros professores e pesquisadores, demonstrando a maturidade a que chegamos na
area de Engenharia.

Finalmente devo dizer que este livro € de certa forma a histéria da vida académica do
Prof. Jodo Augusto de Lima Rocha (o Jodo Menino dos velhos tempos) € em menor escala da
minha prépria.

Obrigado Jodo, por ter escrito este livro.

Luiz Bevilacqua

Outubro de 2009.
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APRESENTACAO

A mecanica da fratura ¢ um campo cientifico de grande relevancia, hoje em dia,
atestado pela quantidade de abordagens distintas do problema crucial da caracterizacdo do
limite ultimo de resisténcia dos solidos. Tem seu comeg¢o na década de 1920, quando
A. A. Griffith formulou o primeiro critério de iniciagao do processo de fissura nos solidos.

A repercussdo do trabalho de Griffith, entdo engenheiro e pesquisador da empresa
inglesa Rolls-Royce, deu-se por ter sido ele o responsavel pela introdu¢do de um material
composto, ou composito, que ainda tem importante presenca no cenario da construgdo: a fibra
de vidro.

Além da repercussao tecnoldgica que causou, o trabalho de Griffith teve o mérito de
examinar o problema da fratura utilizando, mesmo que nao explicitamente, a primeira lei da
termodindmica (ou lei de conservagdo da energia). A interpretagdo, posterior, segundo a qual
o critério de fratura resultante de sua abordagem do problema, levava em conta a primeira lei,
acabou por abrir a perspectiva de continuidade e refinamento de sua pioneira pesquisa, o que
agora se intenta.

A despeito de ter experimentado um desenvolvimento bastante extenso, com a
abertura de vasto campo de aplicagdes tecnologicas dispersas nas Engenharias Mecénica, de
Minas, Civil, Metalurgica, Naval e Aeroespacial, a mecanica da fratura ainda necessita de
fundamentagdo tedrica mais unificadora, o que abriu oportunidade para o tipo de investiga¢dao
desenvolvida na presente obra.

O aperfeicoamento da ideia de Griffith, com a inclusdo da segunda lei da
termodindmica no estudo da fratura, configura a, assim chamada, teoria termodinamicamente
consistente, objetivo principal deste trabalho. Além da consisténcia com a primeira e com a
segunda lei, cuja construgdo estd fundada em extensa utilizagdo da mecanica do continuo no
estudo da fratura, aqui desenvolvida em todos os seus detalhes, busca-se utilizar ferramentas
recentes, tais como a analise de sensibilidade e o método dos elementos de contorno, na busca
de facilitar a criacdo de um novo critério de iniciacao da fratura.

A iniciativa da aproximagao entre a mecanica da fratura, a termodinamica, a mecanica
do continuo, a analise de sensibilidade ¢ o método dos elementos de contorno, tomada no
presente trabalho, contribuiu para o refinamento dos instrumentos teéricos € numéricos de
analise, com um objetivo bem delineado: atacar o problema da fratura, a partir da busca de

uma alternativa a hipdtese introduzida por Griffith, segundo a qual seria legitima a aplicacao
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do principio da minima energia potencial total a interpretacdo de um fendmeno
essencialmente dissipativo, como o da fratura. Quando se imagina que, além de Grifith, [rwin
e Rice também desenvolveram suas importantes concepcdes a partir da ideia de ewergy
release rate — maltraduzida por taxa de dissipacdo de energia, calculada como a derivada
diferenca entre a energia potencial eldstica, antes e depois do processo de avan¢o da fratura,
em relacdo a um parametro geométrico da fissura —, percebe-se que o presente trabalho
contribui, de fato, com novos elementos para a discussao dos fundamentos do problema em
estudo.

Embora a proposta de uma teoria termodinamicamente consistente da fratura ndo seja
original, alguns resultados aqui apresentados o sdo. Dentre eles, destaca-se a obtengdao da
equagdo geral do balango termomecanico local, nos pontos da superficie de avanco de uma
fissura, resultado que decorre da ideia de utilizar-se, diretamente, a definicdo da integral de
Riemann para a obtencdo de derivadas materiais no tempo. Também parece ser uma
contribuicdo original a aplicagcdo da funcdo energia livre de Helmholtz para chegar-se a um
critério de iniciagdo de fratura, no caso quase estatico e isotérmico, trilhando-se um caminho
semelhante ao de Griffith.

Dentre outras contribui¢des trazidas pelo presente trabalho, destacam-se, no campo
tedrico: 1) A forma de utilizagdo do método dos elementos de contorno, tanto para o calculo
da integral ./quanto do novo pardmetro termodinamicamente consistente, Gi, € 2) A utilizagdo
da analise de sensibilidade no célculo desse ultimo parametro.

Embora nao se trate de um trabalho de carater experimental, aqui se destaca a proposta
de um ensaio de laboratério para a determinag¢dao do valor critico de Gi, com o auxilio de
extensometros elétricos de resisténcia [szwin gages], que poderd levar, no futuro, a
elaboragdo de procedimentos de normalizagao.

A percepcao de que a energia livre de Helmholtz pode ser utilizada, no caso particular
do regime isotérmico, para o estudo da iniciacdo e do avan¢o de uma fissura, ao estilo da
analise de Griffith, forneceu uma saida importante para a obtencdo do parametro
termodinamico G, Util & construgao de um novo critério de previsao do avango da fissura e da
direcdo desse avanco.

Embora o recurso a mecanica do continuo tenha sido fundamental para o
embasamento das conclusdes praticas que emergiram ao final, é certo que s6 os problemas em
regime quase estatico e isotérmico foram satisfatoriamente abordados, restando ainda os
problemas dindmicos e 0s nao isotérmicos. No caso dos problemas ndo isotérmicos, o método

a ser desenvolvido tende a ser bastante distinto do utilizado no caso isotérmico. Mas,
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certamente, a base foi construida. Acredita-se, assim, que o fundamento teorico encontra-se
seguramente colocado e que a investigagdo de parametros experimentais capazes de permitir o
estudo termodinamicamente consistente da fratura, também no caso ndo isotérmico, fica como
proposta para a continuidade deste trabalho.

A utilizagdo do método dos elementos de contorno como ferramenta numérica para a
obtencdo da integral ./ e do pardmetro G; revela-se bastante promissora, por conta de sua
praticidade, na medida em que a obtencao de Gi (também a integral ./) é praticamente um
trabalho de pos-processamento, desde que sejam fornecidas as informagdes sobre as
distribuicdes de tensdes e dos gradientes de deslocamento, advindas de programas
automaticos que nao precisam ser, necessariamente, especializados em mecanica da fratura ou
em elementos de contorno. Espera-se, no entanto, que a ideia da utilizacdo do método dos
elementos de contorno, tal como aqui € aplicada a problemas planos de fratura, possa ser
estendida para os casos tridimensionais, placas e cascas, com a utilizagdo de dominios de
integracao (no caso do programa automatico aqui apresentado, o caminho ¢ eliptico) tomados
sobre as superficies dos solidos.

A organizacao do texto tem o objetivo de tornar a obra autocontida, o estritamente
necessario para a compreensao do esbogo da nova teoria sobre a fratura nos so6lidos. Dai a
exigéncia de uma introdug¢do extensa, que busca dar conta das diversas formas atuais de
ataque ao problema da fratura nos solidos.

No capitulo 1, apresenta-se um apanhado dos conceitos basicos da termodinamica
aplicados a interpretacao do processo de deformagao que se desenvolve nos sélidos.

No capitulo 2, que contém a principal contribui¢do trazida pelo presente trabalho,
desenvolve-se a pesquisa da possibilidade de extensdao, ao caso da fratura, do balanco
termomecanico tipico da mecanica do continuo, que permite a passagem das equagdes globais
as equacoes locais, tanto nos pontos interiores quanto em pontos das superficies de avanco
das fissuras. O desenvolvimento apresentado nesse capitulo € uma alternativa aquele proposto
por Zhang e Karihaloo (1993), baseado no teorema de transporte de Reynolds. Optou-se por
um novo caminho para chegar a uma forma geral da equacdo de balango local, valida para
cada ponto das superficies de avanco das fissuras. De posse desse resultado, partiu-se para a
interpreta¢do, uma a uma, das cinco equagdes locais. Assim, conseguiu-se preencher algumas
lacunas existentes no trabalho ha pouco citado.

O capitulo 3 centra-se na busca de conexdao entre o método ora proposto e aquele
sugerido por Griffith (1921, 1924), cujo conhecido critério de iniciagdo da fratura tem a

limitacdo de somente considerar a conservacao da energia (primeira lei da termodinamica) em
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sua fundamentagdo. Assim, realizou-se o exercicio de interpretar termodinamicamente o
critério de Griffith, agregando-se a primeira e a segunda lei, no exame do caso particular em
que o fendomeno se da, por hipotese, em regime quase estatico e isotérmico. Dai, chegou-se a
uma explicagdo sobre a razao pela qual o original critério de Griffith ndo da conta,
completamente, do fenomeno.

No capitulo 4, apresenta-se a potente ferramenta matematica cuja utilizagao facilita a
generalizacdo, até para os casos de problemas tridimensionais, tanto do célculo da integral ./
de Rice (1968), quanto da obtengdo do pardmetro termodindmico de fratura sugerido no
presente trabalho. Trata-se da analise de sensibilidade a variacdo de forma do dominio, um
campo de estudo cujas aplicacdes tradicionais encontram-se na area da otimizagdo estrutural,
mas que foi adaptado com sucesso a mecanica da fratura, principalmente por Taroco (1996).

No capitulo 5 desenvolve-se, com o auxilio do método dos elementos de contorno —
boundary element method (BEM) —, uma aplicacdo simples que permite a programagao
automatica do esquema de calculo aproximado, tanto do parametro termodinamico quanto da
integral /. Trata-se do classico problema da chapa contendo um entalhe. O programa
automatico, denominado £/cf7az, em linguagem Fortran, desenvolvido com base no conteudo
desse capitulo, utiliza um elemento de contorno retilineo, isoparamétrico, com interpolagao
linear, subelementacdo automatica e a possibilidade de colocagdo de nds duplos. Nao ¢
proposito desse capitulo fornecer uma descrigao minuciosa do BEM, na medida em que € uma
ferramenta numeérica cuja fundamentagdo exige rigor. Espera-se, no entanto, que o leitor possa
captar o essencial, que ¢ o fato de ser o BEM bastante adaptado a natureza propria do
problema da fratura.

No capitulo 6 discorre-se sobre a andlise experimental na mecanica da fratura,
destacando-se os métodos correntes de ensaio, basicamente aqueles propostos pela American
Standard for Testing and Materials (ASTM) para os agos. Apresenta-se, também, o esboco de
uma proposta original de ensaio de laboratorio que, em associagdo com a experimentagao
numérica, realizada sobre um modelo do mesmo corpo de prova ensaiado, podera
fundamentar o critério de fratura baseado no valor critico do pardmetro termodinamicamente
consistente de fratura, aqui sugerido.

No capitulo 7 apresentam-se, sumariamente, alguns resultados da algebra e da anélise
tensorial uteis aos desenvolvimentos matematicos realizados nos capitulos anteriores. Além
disso, inclui-se uma revisao dos conceitos basicos da mecanica do continuo, sobre a aplicagao
deformacgdo e sobre a derivagdo material no tempo, além de uma apresentagdao da analise de

sensibilidade, tal como se aplica ao problema da fratura.
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Finalmente, no apéndice A, encontra-se uma rapida descri¢do do programa automatico
Elcfrat através do qual a experimentagdao numérica pode ser realizada, com a utilizagao do
BEM. Também sao apresentados exemplos de aplicagdo da programacao automatica a
problemas reais, junto com a andlise desses resultados, incluindo-se a comparagdo, para um
mesmo problema retirado da literatura, entre a solugdo obtida pelo método dos elementos

finitos (MEF) a aquela que aqui se obtém, através do BEM.
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INTRODUCAO

Ja foi observado que as tentativas anteriores de interpretacdo do fendmeno da fratura
nos so6lidos padecem de inconsisténcia termodindmica, isto €, sdo elas organizadas sem que se
considerem, no processo de sua construg¢do, a primeira ¢ a segunda lei da termodinamica,
conjuntamente. Diante desse vazio, o que aqui se pretende ¢ dar os passos iniciais para a
organizacdo de uma teoria termodinamicamente consistente da fratura. Naturalmente, poderia
ser sugerido que, antes desta iniciativa, fosse examinado o importante aspecto microscopico
no fendmeno da ruptura de um corpo solido. Seria uma interpretacao do ponto de vista local,
como se a iniciagdo da fratura representasse o comeco do afastamento do corpo de uma
configuragdo estavel de equilibrio, isto é, o processo estaria colocado diante de uma
bifurcacdo que o obrigaria, por assim dizer, a escolher, em certo instante, um dos ramos
possiveis para a evolugdo do processo de deformagao.

No entanto, sem que se desconsidere a importancia de tal aspecto na compreensao do
fenomeno da fratura, o fundamento para a formulacdo da teoria termodinamicamente
consistente serd buscado através da idealizagao macroscdpica, auxiliada pela termodinamica,
em que corpo ¢ considerado continuo, € o processo de fissuragao ¢ entendido como resultante
da evolucao de superficies, também continuas, imersas no interior do solido.

A ideia chave da termomecanica do continuo cléssica ¢ a passagem das cinco
equagoes de balango global — massa, quantidade de movimento linear, quantidade de
movimento angular, energia, principio da irreversibilidade ou desigualdade de Clausius-
Duhem —, tomadas como axiomas, para as respectivas equagdes locais, nos pontos interiores
do solido. A novidade esta em examinar-se a possibilidade da extensdo desse procedimento ao
caso de um soélido contendo vazios, isto €, fissuras, cujas superficies internas possam evoluir,
podendo nelas estar presente uma componente irreversivel nos deslocamentos dos pontos
dessas superficies.

Embora a proposta de tratamento do fenomeno da fratura aqui apresentada seja de
carater essencialmente tedrico, inclui-se no texto, de passagem, a sugestdo da verificagdo de
sua validade pratica, com o auxilio de um método que associa experimentacao de laboratorio
a experimentacao numérica, porém restrita a problemas isotérmicos.

Para evitar dubiedade na aplicagdo de dois termos que aparecem com bastante
frequéncia no contexto do estudo do fendmeno aqui examinado, e que, na lingua portuguesa,

costumam ter aplicagdo ambigua, define-se:
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Fratura (f7acrure), como o fenomeno, em geral irreversivel, caracterizado pelo crescimento

das areas das superficies internas dos vazios de um so6lido em processo de deformagao.

Fissura, como um ente cuja extensdo fisica ¢ caracterizada somente pela medida de sua
fronteira. A medida de seu crescimento ¢ dada pelo acréscimo da area de sua fronteira,
ocorrido no processo de fratura. E nesse sentido que ela se identifica com o vazio. O valor da
area da superficie de uma fissura é sempre, por hipdtese, diferente de zero, isto €, toda fissura
¢ resultante da evolugdo de uma situacdo inicial, caracterizada por um vazio preexistente.
Existem fissuras que ficam totalmente imersas no interior do sélido (cracks), e outras que

adentram a partir da fronteira do solido (zozc/es).

As caracteristicas essenciais da teoria termodinamicamente consistente da fratura sao:

1) A parcela de energia dissipada nas superficies de avanco das fissuras deve ser

considerada, para efeito de balanco;

2) Associada ao processo de avanco de uma fissura, incluida em uma parte arbitraria do
solido, aparece uma grandeza, a densidade termodindmica superficial de fratura, que
¢ definida em cada ponto da superficie de avanco. Com o auxilio dessa grandeza pode-
se aferir como o acoplamento de influéncias entre a temperatura absoluta e a

velocidade de propagacdo influencia na estabilidade do processo de fissuragao;

3) No caso do regime quase estdtico e isotérmico verifica-se a emergéncia de uma
grandeza, denominada pardmetro termodinamico de fratura, cuja determinacdo,

através da analise de sensibilidade, decorre da consideracao das leis da termodinamica.

e  Modelo fisico

a) Tal como na mecanica do continuo, parte-se do pressuposto que, para um sélido
sujeito a fratura, sempre sdo atendidas as cinco equacdes termomecanicas de
balango global, inclusive nos pontos das superficies de avango das fissuras; a
primeira e a segunda leis da termodinamica fornecem a base para a construcao de

um critério de fratura termodinamicamente consistente;
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b) No caso particular em que o regime de deformacdo ¢ quase estético e isotérmico, o
processo termodinamico s6 progredira, espontaneamente, entre dois estados, se a
funcdo energia livre de Helmholtz (para todo o solido) sofrer um decréscimo, de
um estado para o outro;

c) O crescimento das fissuras ¢, em geral, irreversivel, embora a simples ocorréncia
de um decréscimo na funcdo energia livre de Helmholtz ndo seja condig¢do
suficiente para indicar que tenha sido provocado pelo avanco de uma fissura. O
decréscimo da energia livre de Helmholtz ¢é, pois, uma condi¢do necessaria, mas
ndo suficiente, para a ocorréncia de fissuragdo no soélido. Isto porque podem
ocorrer outros fenomenos dissipativos durante a deformagao dos sélidos, tais como
a plasticidade e o dano;

d) A evolugao do processo de fissuragdo pode ser modelada tal como se estivesse
ocorrendo uma sequéncia de iniciagoes de fratura, ap6s cada uma das quais o

dominio do problema precisara ser atualizado

¢  Modelo matematico

a) Ditado pela fisica do problema, esse modelo busca acompanhar, nas sucessivas
representacdes atualizadas do corpo, a intera¢do continua entre fenomenos que
ocorrem no /R (pontos interiores ndo atingidos pela fissuragdo) e outros que
ocorrem, simultaneamente, no /&’ (superficies de avanco das fissuras);

b) A alternativa a ideia de energy release rate, devida a Griffith e Irwin, sera o
parametro termodinamico de fratura, calculado como sendo a derivada material da
energia de deformacdo do s6lido em relacdo a um parametro geométrico de fratura.
A analise de sensibilidade a variacao de forma, da otimizagdo estrutural, sera

utilizada como ferramenta, no calculo dessa derivada.

Como orientagdo bésica para a abordagem do problema da iniciagdo da fratura nos
solidos foram examinadas detalhadamente, na fonte, as publicacdes tidas como fundamentais
no estudo da fratura, a partir do trabalho pioneiro de Griffith (1921). E a pesquisa do
instrumental adequado aos objetivos propostos exigiu um aprofundamento tedrico geral nos
campos da mecanica do continuo, da andlise de sensibilidade e dos métodos numéricos da

fisica matematica, com destaque para o método dos elementos de contorno (BEM).
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Sintese historica

Visando prever o limite da capacidade resistente dos materiais, busca-se compreender,
desde os primordios, o mecanismo do rompimento das ligagcdes interiores, responsavel pela
perda da integridade dos corpos sélidos submetidos a a¢des externas.

Se se acompanha a evolugdo dos procedimentos utilizados nesse tipo de previsdo, na
fase mais recente da historia, marcada pela aplicagdo do conhecimento cientifico a
compreensdo dos fendmenos da resisténcia dos materiais, verifica-se que Galileo Galilei
(1564-1642) foi o pioneiro nesse terreno. Tido como um dos precursores da mecanica dos
solidos, Galilei (1945) destaca em sua obra Didlogos acerca de duas novas ciéncias, a
preocupacdo com “a coeréncia das partes nos corpos sélidos” e com a “resisténcia dos sélidos
a fratura”, temas sobre os quais desenvolve a conversagdo entre os personagens Salviati,
Sagredo e Simplicio nas duas primeiras jornadas de seu famoso livro. Ai apresenta
proposicdes que ja revelam uma clara compreensdo dos mecanismos da resisténcia dos
materiais, alimentada certamente pela necessidade pratica imediata de resolver os problemas
surgidos nas atividades de projeto e construcdo, que entdo desenvolvia no Arsenal de Veneza.
A énfase de Galilei foi colocada na busca da resisténcia a fratura, isto €, na obtencao de
informacdes sobre a capacidade resistente do material no momento da ruptura.

Diferente foi a orientacao decorrente das experiéncias de Robert Hooke (1635-1703)
com molas. Baseado na analogia que intuiu entre elas e o comportamento dos materiais,
Hooke levou a entdo incipiente mecanica dos solidos a optar pela hipotese da linearidade da
relacdo forca x deslocamento nas pecas e estruturas, cujo reflexo ¢ evidente na simplificacao
dos modelos para o estudo dos fendmenos dessa area. Isso parece ser a razdo fundamental
para o abandono da énfase na questdo da fratura, isto €, a resisténcia limite dos materiais,
prevalecendo, até recentemente, a opgao pelo limite elastico como referéncia basica no estudo
do comportamento mecanico dos materiais.

Saint-Venant (1797-1886), com sua plasticodindmica, deu os primeiros € seguros
passos, segundo Timoshenko (1953), no sentido do desenvolvimento da teoria da plasticidade.
E a ele se seguiu um grande niimero de contribuigdes relevantes, levando a que se reforcasse a
volta a énfase original de Galilei, centrada no comportamento limite dos materiais, a partir da
década de 20 do século passado. Dentre elas, a contribui¢ao de Griffith (1921, 1924), a quem
se deve o inicio da mecanica da fratura.

E curioso verificar-se que a ideia fundamental, base para a retomada da énfase na

resisténcia limite de fratura, iniciada por Griffith, decorre do aproveitamento criativo de
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resultados da propria elasticidade linear, a saber, da analise de problemas sobre concentragao
de tensdo em torno de reentrancias e orificios, divulgada num trabalho de Inglis (1913),
inspirado em problemas praticos da industria naval. A proposta teorica de Griffith parte do
pressuposto de que nao se criam fissuras no interior de um solido, e sim que elas crescem a
partir de vazios preexistentes. Assim, em seu modelo plano, a fissura ¢ assimilada a um furo
eliptico cujas dimensdes lineares variam, no processo de deformacdo, de acordo com um
unico paradmetro, o comprimento a do semi-eixo maior da elipse. Admitindo o carregamento
externo constante, Griffith calcula a variagdo da energia potencial elastica da chapa contendo
o furo eliptico, quando @ aumenta para #+da. Obtém, assim, a expressao d{/da, que revela a
sensibilidade da energia potencial eldstica em relagdo a variacdo ocorrida no comprimento a,
quando o tamanho do furo varia. A grandeza G=d {/da, denominada mais tarde szain-energy
release rate, ¢ considerada, desde Griffith, um parametro-chave na caracterizacdo do
fenomeno da fratura. O problema, portanto, ¢ reduzido a verificacao da estabilidade de uma
fissura.

Quando ocorre o crescimento da fissura, alguma quantidade de energia deve estar
associada a area da superficie do furo acrescida nesse processo. Griffith propde quantificar
essa energia com base em um parametro que denomina densidade superficial de energia, que
seria, segundo a sua compreensdo, uma propriedade intrinseca do material. Em funcao dos
resultados dessa andlise concluiu que, se fosse possivel uma intervencdo no processo de
producao do material, com o intuito de diminuir-se o tamanho médio dos vazios em seu
interior, entdo a tensao limite de fratura poderia ser artificialmente aumentada.

Devido ao sucesso tecnologico representado pela sintese de um material de alta
resisténcia — a fibra de vidro —, com base nessa ideia, foi que se deu a grande difusdao do
critério de iniciacao de fratura proposto por Griffith. Ao diminuir as dimensdes dos vazios no
interior do vidro, Griffith conseguiu aumentar bastante o valor da tensdo limite de ruptura
desse material. Chegou a esse objetivo através da producdo de finissimas fibras que seriam
depois aglomeradas em uma matriz de resina, para formar painéis de facil moldabilidade e
grande resisténcia. Em sintese, como consequéncia da formulagdo do critério que leva o seu
nome, Griffith (1924) chamou atencao para o fato muito relevante de que a resisténcia do
material ndo estava relacionada somente com a coesdo entre as moléculas, mas, também, com
0s espagos vazios existentes entre elas. Assim, segundo ele, para bem caracterizar
mecanicamente os materiais, nao bastaria apenas o conhecimento dos limites de resisténcia,
mas também a determinac¢do experimental de alguma(s) grandeza(s) capaz(es) de dar conta da

tenacidade, (Zoug/ness ou fracture rfoughness) do material, uma propriedade associada a
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capacidade do material de impedir o crescimento de fissuras em seu interior. Para isso seria
fundamental, em um so6lido sujeito a acdes e a restricdes a seu deslocamento, a determinagdo
da denominada erergy release rate. Na visao de Griffith, a comparagdo dessa grandeza com a
tenacidade do material (uma caracteristica associada a densidade superficial de energia y)
forneceria um critério para aferir a integridade mecéanica do sélido.

Com o objetivo de estender a aplicacdo do critério de Griffith aos materiais ducteis,
Orowan (1952) sugeriu que, além da grandeza vy, deveria ser considerada mais outra, notada
por vy, que faria as vezes de uma espécie de componente plastica da densidade de energia
superficial, servindo para corrigir o critério de Griffith nesses casos. A experiéncia mostra que
tal parcela assume, de fato, valores muito maiores que y. A rigor, a soma dos dois parametros

produziria um valor critico que seria uma caracteristica do material. Assim:

GvCl‘it = 2Y +Ypla

onde G serviria para caracterizar o material, sendo uma grandeza macroscopica capaz de
permitir a ampliagdo das aplicagdes da mecanica da fratura a anélise dos problemas correntes
da engenharia estrutural, principalmente naqueles em que os materiais utilizados tivessem um
comportamento predominantemente ductil.

O passo seguinte ao de Griffith, no sentido do aperfeigoamento da utilizacdo da
mecanica da fratura na caracterizagao da integridade dos solidos e na sintese de novos
materiais, deve-se a Irwin, e estd baseado numa série de trabalhos por ele realizados na década
de 1950. Embora tivesse o mesmo sentido da contribuicdo de Orowan (1950), que seria
estender as possibilidades da mecénica da fratura para além do estudo dos materiais frageis, a
ideia central de Irwin (1957) conduz a uma nova interpretacdo da energy release rate, a qual,
por possuir dimensao de for¢ca por unidade de area, permitiria ser por ele interpretada da

seguinte maneira:

Quando a fissura cresce, alguma energia passa de mecanica (ou de
deformagdo) para outras formas, na vizinhanga da fissura. O processo ¢ tal
que predomina a energia calorifica. A grandeza G da a medida dessa energia
externa associada com a extensdo unitaria da fissura e pode ser considerada
como a for¢a tendente a causar o crescimento da fissura. (IRWIN, 1957, p.
363)

Utilizando as expressdes das componentes de tensdo e de deslocamento apresentadas

por Westergaard (1939), Irwin analisa o caso de uma chapa de espessura unitaria, em estado
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plano, através da aplicacao da teoria das func¢des de variavel complexa a elasticidade plana,
sendo a(s) fissura(s) simulada(s) por segmento(s) de reta contido(s) no plano médio da chapa.
Tal analise também facilitou a simulacdo geométrica de uma faixa com dimensdes finitas,
sendo apresentada, no citado trabalho de Irwin, a solu¢dao para um exemplo muito util: uma
faixa de comprimento infinito, porém com largura finita, submetida a tra¢do uniforme
aplicada no infinito.

O problema tratado por Irwin, embora sofrendo da mesma limitagdo do de Griffith,
por situar-se no ambito da elasticidade linear, revelou uma caracteristica que passou a
influenciar grandemente o estudo da fratura. Trata-se da observacao da ocorréncia de um tipo

especial de singularidade nas componentes do tensor tensdo, em problemas planos de fratura

(da ordem de 1!! !, onde » ¢ a distancia do ponto considerado a extremidade da fissura),
evidenciada em todos os cinco exemplos apresentados no seu historico trabalho (IRWIN,
1957).

Ora, se as expressOes das componentes de tensdo apresentam alguma parcela singular,
entdo elas tendem para infinito quando - tende para zero. No entanto, no tratamento
matematico do problema s6 ¢ possivel trabalhar-se com as hipoteses da elasticidade linear
enquanto as componentes de tensdo estiverem abaixo do limite eléstico. Isso conduz,
portanto, a uma contradi¢do, que s6 pode ser resolvida se forem excluidas do dominio do
problema as zonas de acomodagao plastica situadas proximas das extremidades das fissuras.
A consideracao dessas zonas passou a ser, entdo, um novo problema, porque elas s6 poderiam
ser incluidas se 0 modelo constitutivo previsse a dissipacdo de parte da energia associada ao
avanco das fissuras.

Irwin (1957) procurou fugir dessa exigéncia, mediante o seguinte raciocinio: se 0s

deslocamentos calculados sdo da ordem de \/; , entdo o trabalho empregado na abertura da
fissura deverd ser finito, na medida em que ¢ calculado através de uma integral cujo

integrando envolve o produto de for¢a (que teria o mesmo tipo de singularidade da tensdo,

isto é, 1/ Jr ) por deslocamento, na vizinhanca das extremidades das fissuras. E certo que isso
eliminaria a singularidade, o que ele desejava, mas ndo eliminaria a existéncia de calor, por
ele considerada inadequadamente, como trabalho reversivel. Vé-se, portanto, que Irwin
(1957) recorre a mesma simplificacdo de Griffith, cuja ideia de energia superficial equivale a
de trabalho desenvolvido na zona proxima a extremidade da fissura. Isto quer dizer que,
usando a elasticidade linear, Irwin intuiu um resultado que da conta da plastificacao local na

vizinhanga da extremidade da fissura, o que, a despeito de ser coerente com a sugestdo de
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Orowan (1950), ¢ inconsistente, do ponto de vista tedrico, porque a producao de calor e sua
dissipagdo durante o processo nao poderia ser incluida, por deficiéncia intrinseca do modelo
linear.

A partir da hipotese de que a regido plastificada em torno da extremidade da fissura ¢
muito pequena, Irwin (1957), introduziu os fatores de intensidade de tensdo, Ki, Ku e K,
grandezas-chave da chamada mecanica da fratura linear, que sdo os coeficientes das parcelas
nao-lineares presentes nos respectivos desenvolvimentos em séries que aproximam os valores
das componentes planas do tensor tensdo, em cada um dos trés modos de fratura sugeridos por
Irwin. Esses modos sao denominados: de abertura (Ki), de deslizamento (Ku) e de
rasgamento (Km). Os fatores de intensidade de tensdo estdo funcionalmente relacionados com
os respectivos valores da energy release rate associados aos trés modos, € com o mddulo de
elasticidade, £, do material. Tais grandezas, segundo Irwin, seriam capazes de caracterizar, do
ponto de vista da fratura, o estado de uma pega submetida a esforcos, desde que a zona de
acomodacao plastica proxima a extremidade da fissura ndo tivesse extensdo relevante.
Segundo Irwin, a avaliacdo da integridade de um sélido contendo fissuras seria feita mediante
a comparagdo entre tais grandezas, calculadas para determinada configuracdo de acgdes
aplicadas e deslocamentos prescritos no contorno do solido, e os respectivos valores criticos,
Kie, K € Kniie, determinados experimentalmente.

Segundo Knott (1993), a contribui¢dao de Irwin deu vez ao surgimento da Engenharia
da Fratura, enquanto Griffith seria, para ele, o criador da Ciéncia da Fratura. No entanto,
como antes aqui foi dito, a introdugdo dos fatores de intensidade de tensao, por Irwin, faz uso
da mesma base fisica utilizada por Griffith, isto é, o recurso a elasticidade linear, que nao
resolve a questdo do carater irreversivel do fendmeno da fratura. A diferenca dos dois
enfoques estd somente em que, para simular a fissura, Irwin substituiu o orificio eliptico,
usado no modelo de Griffith, por um segmento de reta, tirando dai conclusdes sobre a
interpretacdo da energy release rate como sendo uma forga por unidade de area da superficie
de avanco da fissura. Embora possa parecer que os valores criticos dos £'s, os fatores de
intensidade de tensdo, obtidos experimentalmente, sejam capazes de caracterizar os materiais,
do ponto de vista da fratura, diferentemente da grandeza densidade de energia superficial de
Griffith, isso nao ¢ verdade, pelo fato de que a determinagao experimental dos fatores criticos
depende de uma série de varidveis, tais como a escala da peca ensaiada e outras grandezas
relacionadas com o meio ambiente.

Uma importante vertente teorica na interpretacdo do fenomeno da fratura deve-se a

chamada Escola Russa, liderada por G. 1. Barenblatt, que, entre 1959 e 1961, apresentou uma
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série de trabalhos nos quais elabora um principio geral (valido, segundo ele, para uma série de
fenomenos da mecanica do continuo), aplicavel particularmente ao fendmeno da fratura. Em
sua interpretacao, busca adaptar a ideia de Griffith a consideragao de aspectos microscopicos
do fenomeno presentes nas extremidades das fissuras. O principio ¢ baseado, segundo seu
autor, na formulagao de hipoteses fisicas fundadas em observacgdes experimentais capazes de
assegurar a unicidade da solucao de problemas dependentes de parametros.

No caso da mecanica da fratura, a busca de tais hipdteses fisicas teria, segundo
Barenblatt (1960), a finalidade de assegurar a finitude das tensdes nas extremidades das
fissuras. Tais a¢odes caracterizariam um efeito coesivo capaz de produzir uma variagdo gradual
da tensao em uma mintscula zona especial de interacdo entre as duas faces da fissura,
proxima a extremidade. A exigéncia da finitude da tensdo induziria, segundo ele, a
necessidade de uma concordancia tangencial entre as duas faces, na extremidade da fissura,
conformando algo com o aspecto de uma cuspide. E importante observar, também, que outra
das preocupagdes de Barenblatt (1960) ¢ a formulagdo de uma mecanica da fratura capaz de
dar conta da pressdo de fluidos no interior de macigos rochosos fissurados. Essa exigéncia de
concordancia tangencial entre as faces nas extremidades da fissura também estaria relacionada
com suas observacoes experimentais nesse campo (BARENBLATT, 1959, 1960, 1964).

A contribui¢do de Barenblatt (1960) lanca novos elementos a discussao sobre o carater
do fenomeno da fissuragdo, se reversivel ou irreversivel. Conhecedor que era das
contribuicoes de Westergaard e de Irwin a respeito das distribuicdes de tensdo e de
deslocamento, tipicas dos modelos matematicos do problema de fratura, introduz fatos
exteriores a teoria da elasticidade, a saber, a interagdo material ao nivel microscopico, nas
extremidades de fissuras, para justificar a reversibilidade. Nao ha davida de que o
aproveitamento de suas ideias na formulacdo de modelos adequados a materiais
caracterizados pela grande presenca de micro-fissuras, durante a evolugdo do fendmeno da
fratura, permitiu o desenvolvimento paralelo de uma interpretacdo que associa a
reversibilidade do processo ao comportamento coesivo do material na vizinhanga das
extremidades de fissuras.

Essa interpretagdo deu origem a modelos, aplicados principalmente ao concreto,
dentre os quais se destaca o da fissura ficticia, assim denominado por seu principal autor,

Hillerborg, para quem:

Uma vantagem do modelo da fratura ficticia sobre o convencional da
Mecénica da Fratura € que, além de ele ser usado para analisar a estabilidade
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do crescimento de fissuras, pode também ser usado para a analise da
formacéo de fissuras. (HILLERBORG, 1991, p. 97)

Isto significa a introdu¢do de uma hipotese essencialmente distinta da tradicional
(devida a Griffith) que ndo admite a possibilidade de a fissura sz7gz7 no sélido, s6 podendo
crescer a partir de um vazio preexistente. Afirma ainda Hillerborg (1991), no artigo antes
citado: “Como uma fissura real nao pode transferir tensao entre suas faces, a fissura que
admite transferéncia de tensdo foi chamada de fissura ficticia - dai o nome do modelo".

E continua:

A expressdo modelo de fissura ficticia tem sua origem derivada nas
aplicagdes do método dos elementos finitos onde tem sido adotado, nas quais
ndo se admite nem fissura ficticia nem zona de fissuracdo infinitamente
estreita, adotando-se, no entanto, que a deformacéo adicional ocorrida dentro
da zona de fissuragdo tem de ser considerada como derivada de uma relacio
tensdao-deslocamento. (HILLERBORG, 1991, p. 97)

Pelo que se percebe, o modelo da fissura ficticia parece ficar mais adequadamente
incluido em outro campo da mecénica dos materiais, a saber, a mecéanica do dano, segundo a
qual a interpretagdo do fendmeno da fratura ganha sentido enquanto considerado em
sequéncia, no processo deformagdo dos solidos, desde a situagdo de total integridade até a
ruptura, que, em geral, inicia-se pelo comportamento eldstico, passa pelo plastico (ou
elastoplastico), a este se seguindo o regime de dano e, finalmente, o de fratura. A passagem
do regime de dano para o de fratura decorreria da exaustdo de um estado de microfissuragao
distribuida (dano), a partir do qual ocorreria a localizagdo do fendmeno em uma regiao
limitada do sélido, na qual se instalaria uma macro-fissura preferencial, caracterizadora da
bifurcacdo do equilibrio local, gerando uma bem determinada por¢ao amolecida do material,
por onde a ruptura, finalmente, teria curso (LEMAITRE; CHABOCHE, 1990).

A partir da década de 1960 as investigacdes no campo da mecanica da fratura
intensificam-se bastante, estendendo-se para uma ampla gama de materiais, que vai dos
metalicos aos derivados de polimeros, passando pelos compdsitos, particularmente o
concreto. O desenvolvimento ocorreu segundo duas principais vertentes: a primeira, no
campo experimental, que se orienta para a pesquisa de parametros caracterizadores, € sua
consequente determinacdo em laboratério, visando a quantificagdo da tenacidade dos
materiais. Nesse particular, destacam-se os métodos da ASTM para a determinagao de valores
criticos dos fatores de intensidade de tensdo em materiais metalicos, € 0 método normalizado

pela Réunion Internationale des Laboratoires d’Essais et de Recherches sur les Matériaux et
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des Constructions (RILEM), para a determinagao da energia de fratura, aplicada ao concreto.
A segunda vertente ¢ a da pesquisa de métodos numéricos, visando a determinagdo
aproximada de parametros caracterizadores da iniciacdo e da evolugdo do fendomeno da
fratura. Tais parametros estdo relacionados, seja com o método de Irwin (1957), dos fatores
de intensidade de tensdo, seja com o método de Rice (1968), através da integral ./, uma
grandeza que resulta da ado¢do de um modo conveniente de integracdo de certa funcdo de
tensoes, cujo resultado leva a que a integral se torne independente do caminho.

Na aplicacao de métodos numéricos ao calculo aproximado dos fatores de intensidade
de tensdao ou da integral ./ destaca-se a utilizagdo do MEF. Mais recentemente, a partir da
década de 1980, no entanto, 0 BEM passou a ser também aplicado intensamente. As principais
contribui¢des nesse campo estao sintetizadas em Venturini (1995a, 1995b).

Um dos mais dificeis problemas da mecanica da fratura ¢ a obtencao, por via analitica,
da energy release rate, particularmente porque, para ser feita de forma direta, € necessario o
conhecimento da expressdo que forneca a energia potencial total do sélido fissurado, em
funcdo de parametros de fissura. Em geral, os métodos da mecanica da fratura partem da
analise da evolucao de um vazio preexistente em que uma dimensdo caracteristica das fisuras
¢ tomada como variavel.

Tal dificuldade pode ser superada, mesmo que para um numero ainda limitado de
casos, através do cdlculo da grandeza denominada integral ./, mediante a integracdo realizada
sobre qualquer contorno regular que circunde uma regido em que a extremidade de fissura
esteja situada em seu interior. O método da integral ./ foi inspirado, segundo revela seu
proprio criador, J. Rice (1968), na componente estatica do tensor momentum energia, uma
grandeza introduzida por Eshelby (1956) para caracterizar forcas generalizadas atuando sobre
discordancias e defeitos pontuais em meios elasticos. O significado fisico dessa integral
(originalmente com dimensdo de J/m?) ¢, segundo Rice, o de uma grandeza associada ao
estado médio da deformagdo na vizinhanga da extremidade da fissura. Além disso, possui a
seguinte propriedade: se realizada em qualquer contorno de um meio continuo nao contendo
fissura passivel de avancar, o valor da integral J ¢ nulo.

Recentemente, a aplicagdo da integral ./ ganhou engenhoso suporte matematico, com o
qual € possivel identifica-la com a energy release rate — o mesmo que a derivada da energia
potencial total em relacdo a certo parametro geométrico de fratura —, sem que seja necessario
conhecer-se uma expressdo explicita dessa energia em funcdo do pardmetro de fratura
(TAROCO, 1996). Isso esta baseado em uma adaptacao da analise de sensibilidade a variagao

de forma do dominio e da fronteira do solido ao problema da fratura. Com o auxilio dessa
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técnica, advinda da otimizagdo estrutural, pode-se construir um modelo tedrico do problema
da fratura a partir da analogia deste com o problema da deformagao (mecanica do continuo),
num caso em que se considera que a evolugao da fissura configura uma variagdo de forma do
dominio e do contorno do solido. Isto permite que o célculo da integral J seja feito na
configuragdo atualizada do so6lido, na qual o pardmetro que controla a variagdo do dominio e
do contorno do sdlido torna-se nulo. Segundo essa interpretacdo, a integral J pode ser
calculada com o auxilio da derivada material da energia potencial eldstica associada ao s6lido
fissurado, em relagdo a um parametro que tem a propriedade de poder simular uma especial
alteracdo geométrica do dominio e da fronteira do solido. Isso consiste, em suma, na
simulagdo de um movimento relativo entre a fissura que avanga ¢ a fronteira distante de uma
regido que contém essa fissura, que se aproxima. Foi com o auxilio dessa ferramenta que se
tornou possivel, mesmo que somente para problemas isotérmicos (no presente trabalho),
chegar-se a algum resultado numérico que serve para aquilatar a potencialidade pratica do
desenvolvimento tedrico aqui intentado.

O objetivo principal deste trabalho ¢ contribuir para a formula¢do de uma teoria
termodinamicamente consistente da fratura, a partir da qual se busca construir uma base para
a elaboragdo de critérios de iniciagdo e de propagacao de fissuras. Para isso, utiliza-se a
analise de sensibilidade, particularizada para o problema da fratura, como instrumento 1til a
construgdo de um esquema de resolugao numérica aproximada do problema.

Inicialmente, estabelecem-se as condi¢des para a aplicagao dos principios da mecanica
do continuo a mecanica da fratura, propondo-se a introdugdo, em cada uma das cinco
equagoes classicas do balango termomecanico global, de uma parcela nova, referente ao que
ocorre na superficie de avango das fissuras. Aparece, entdo, em decorréncia da operagao de
passagem da equacdo de balanco global da energia para a correspondente equacao local, nos
pontos da superficie de avango da fissura (ROCHA; VENTURINI, 1997), um critério
termodindmico generalizado de fratura.

Na sequéncia, adotando-se o método de Griffith (mais em sua forma do que no
contetido) faz-se a utilizacdo da andlise de sensibilidade para chegar-se a um critério de
fratura valido para casos em que o processo € quase estatico e isotérmico. J4 orientando para o
uso do BEM, obtém-se a variacdo da energia de deformacao do sélido fissurado, que pode ser
reduzida a uma fun¢do definida na fronteira regular, por partes, de uma regido interior
arbitraria contendo a extremidade de uma fissura iniciada no contorno do sélido. E um

procedimento em tudo semelhante ao desenvolvido por Taroco (1996) para o caso do calculo
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da integral .~ s6 que, naquele caso, como ja se disse, foi utilizada a energia potencial total, e
ndo a energia potencial elastica ou de deformagdo, tal como aqui ¢ feito.

A opg¢ao de método aproximado para o célculo do novo parametro, alternativo a
integral ./, aqui denominado parametro termodinamico de fratura G; recaiu sobre 0 BEM. A
op¢ao de realizar-se o calculo automatico, tanto desse parametro quanto da integral ./
obedeceu ao interesse da comparagao com resultados existentes na literatura sobre essa ultima
grandeza, através do MEF, particularmente os obtidos por Cunha et al. (1995), que também
utiliza o recurso da analise de sensibilidade aplicada a mecanica da fratura.

No caso da fratura fragil, a semelhanca do que ocorre com a fadiga e com o impacto,
manifesta-se a dependéncia do fenomeno a escala, isto ¢, ao tamanho (volume) do soélido.
Uma discussao sobre esse fato foi realizada com o apoio da interpretacdo estatistica fundada
na conjectura conhecida como hipdtese do elo mais fraco, introduzida no estudo da resisténcia
dos materiais por Weibull (1939). Baseado na hipotese do carater aleatorio da resisténcia,
ponto a ponto, nos sélidos, Weibull mostrou que, para um dado material, se sdo feitas duas
séries de ensaios de tracao, em corpos de prova com os volumes /7 e /5, respectivamente, o0s

correspondentes valores da resisténcia tltima obedecem a seguinte relacio:

onde » € uma constante do material, qualquer que seja o tamanho dos corpos de prova. Os
experimentos sugeridos por Weibull (1939) foram realizados por Davidenkov (1947), que
obteve resultados bastante concordantes com a teoria.

Uma abordagem recente e promissora do problema da fratura busca recuperar essa
importante contribuicao de Weibull. A chave dessa vertente € a articulacdo do comportamento
local, na vizinhanca da extremidade da fissura, com o comportamento a distancia, medido em
um caminho situado no interior do s6lido contendo a fissura, com auxilio da integral ./.

Enfatizada por Beremin (1983), Minami e colaboradores (1992), Rugggieri e Dodds
(1996a, 1996b), o essencial dessa abordagem parte da constatacdo de que os problemas
praticos de verificagdo da integridade de componentes de estruturas ndao podem se valer
diretamente dos resultados de ensaios de laboratorio, tais como projetados e incorporados as
normas técnicas correntes. Isto € devido devido ao que denominam a diferenca do nivel de

restricao do campo de tensdo entre o ensaio de laboratorio e as estruturas reais.
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Distribui¢des de Weibull (1939) de dois ou de trés parametros costumam ser utilizadas
nessas andlises, cujo objetivo ¢ estabelecer a correlacdo entre, por um lado, a tensdo oy € 0
parametro 7, de Weibull, determinados em fung¢ao de uma interpretacao estatistica do
fenomeno localizado (na vizinhanga da fratura) e, pelo outro, a integral ./, associada ao
carregamento atuante e a configuracdo fisica do solido considerado como em regime
elastoplastico, na vizinhanga da extremidade da fissura. Ruggieri et al. (1997) desdobra ainda
mais essa analise, em relagdo ao significado do parametro de escala 72, questionando sobre se,
de fato, pode, ou ndo, ser ele considerado um parametro caracteristico do material, no
contexto do estudo da dependéncia de »z com a temperatura, no regime de transi¢do ductil-
fragil dos acgos.

Tudo leva a crer que o resultado almejado pelo presente trabalho serd 1til ao
aperfeigoamento da vertente que acaba de ser analisada, pelo fato de que o tratamento
estatistico parece ser o mais adequado para a analise de um fenomeno, tal como o da fratura,
em que esta fortemente presente a interagdo entre oS niveis micro € macroscopico,
ressaltando-se as heterogeneidades e as singularidades em nivel local. Contudo, a
possibilidade do uso da hipdtese da continuidade, no nivel global do sélido, ¢ plenamente
factivel. Neste sentido, este trabalho pode contribuir para o aperfeicoamento do modelo fisico
da fratura, ja que esta centrado na consideracdo da produgdo e dissipag@o de calor no processo
de avanco das fissuras no interior do sélido.

A despeito de todo o grande desenvolvimento até agora experimentado no estudo da
fratura, as teorias em voga sé consideram, seja de forma explicita, tal como em Griffith, ou
implicitamente, tal como em Irwin e Rice, o principio de conservacdo da energia, isto €, a
primeira lei da termodinamica. Por isso, ha muito que o estudo do fendmeno necessita de um
tratamento tedrico capaz de dar conta dos aspectos termodindmicos relacionados com a
parcela irreversivel do processo de fissuragao. Sabe-se que as teorias de Griffith, de Irwin e da
integral ./, de Rice, ndo consideram a segunda lei da termodinamica, razdo pela qual ndo
conseguem dar conta do fato de que a fissuracdo €, no geral, um fenomeno irreversivel.

A despeito da grande preocupacdo, particularmente dos engenheiros, com o problema
da fratura, pelo fato de ele estar intimamente relacionado com sua responsabilidade
profissional, diante da incerteza dos comportamentos locais na mecanica dos solidos, fisicos e
matematicos também sdo responsaveis por importantes caminhos investigativos nesse campo.

Vale, como exemplo, as seguintes observagdes:
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Paralelamente a mecanica da fratura, a fisica também tem contribuido na
busca de modelos para explicar, do ponto de vista microscopico,
particularmente a resisténcia dos solidos cristalinos. (VOLTERRA, 1907)

As imperfei¢cdes detectadas na rede cristalina (discordancias) sdo utilizadas
para explicar os fendmenos da resisténcia e da fratura nesse tipo de solido. O
movimento das discordancias no interior da rede cristalina, ocasionado pela
aplicacdo de esforgos, faz com que elas aflorem na superficie. O nimero de
discordancias contadas na superficie externa do solido estd diretamente
relacionado com o estado de tensdo no interior. Foram desenvolvidos
métodos para a contagem dessas discordancias e isso permitiu importantes
interpretagdes Uteis ao interesse tecnoldgico, particularmente no campo da
metalurgia. O comportamento ductil (tomado como distinto do
comportamento fragil de um material), particularmente na extremidade de
fissuras, tem merecido um sem -numero de interpretagdes, também a base do
conceito de discordancia. (RICE ; THOMSON, 1974, p. 74)

Espera-se que a contribui¢do tedrica trazida pelo presente trabalho, centrada no
aperfeigoamento do modelo fisico do fenomeno da fratura e nas possibilidades matematicas
de sua interpretacdo, possa ser desdobrada em novos métodos de ensaio de materiais € na
construgdo de uma base conceitual que sirva, tanto a concep¢ao de novos modelos
matematicos quanto ao melhor aproveitamento dos potentes métodos de calculo aproximado

de que dispomos, para o melhor conhecimento do fendmeno da fratura nos sélidos.
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1 ELEMENTOS DE TERMODINAMICA

Termodinamica ¢ a parte da fisica que trata do calor e da temperatura, fazendo a ponte
com a mecanica através da equivaléncia entre calor e trabalho, cujo fator de conversao foi
determinado por Joule, em meados do século XIX. A obtencdo precisa desse fator de
conversao ¢ um marco fundamental na constru¢ao conceitual da termodinamica, refor¢cando-a
enquanto instrumento de interpretacdo da interacao entre trabalho e energia. Tanto que as leis
nas quais se fundamenta, a partir da sistematizagao feita por Clausius, em torno do ano de
1850, dao-lhe uma caracteristica bastante geral e de grande importancia na compreensdo de
fendmenos no universo. E através da termodindmica que se chega, por exemplo, a uma
explicacdo, ao nivel macroscopico da matéria, sobre a origem fisica da flecha do tempo, isto
¢, sobre a razdo pela qual os fendmenos fisicos parecem caminhar em um sé sentido,
marcando com isso a distingdo entre passado e futuro. (NUSSENZVEIG, 1990)

Sao quatro as leis da termodinamica: a chamada lei zero, que da sentido ao conceito de
temperatura, baseado no equilibrio térmico, segundo o qual dois corpos estardo a mesma
temperatura somente se ambos estiverem em equilibrio térmico com um terceiro; a primeira e
a segunda lei, que sdo as de maior utilizagdo pratica, sendo discutidas em detalhes, a seguir, e
a terceira, segundo a qual a temperatura possui um limite inferior, chamado zero absoluto.

Em geral, a aplicagdo da termodinamica ¢ util quando ha interesse na caracterizagao
de sistemas formados por grande niimero de particulas, com o auxilio de varidveis tais como
pressao e temperatura, que representam o estado médio dessas particulas, refletindo, no fundo,
uma abordagem estatistica dos fenomenos da natureza. Dai a razdo de sua grande utilizacao
no estudo dos fluidos e, mais recentemente, também na mecanica dos solidos. Nesse ultimo
caso o interesse se concentra na pesquisa da resposta do solido as acdes externas, tanto
aquelas associadas a campos, quanto as que derivam do contato direto do so6lido com outros
COrpos.

O estudo com base na termodinamica ¢ uma opc¢do que, além de permitir a
consideragdao do calor como uma forma de energia presente nas interagdes entre oS CoOrpos,
também permite uma interpretagdo mais rigorosa da aplicacdo dos conceitos de trabalho e
energia, fundamentais para a compreensdo das transformagdes sofridas, em particular, pelos
corpos deformaveis.

De acordo com Brophy e outros (1972, p. 1):
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As leis da termodindmica sdo generalizagdes da experiéncia comum.
Podemos tomar medidas simples de pressdo, volume, temperatura,
composi¢do quimica e outras quantidades apropriadas; tais dados
determinam o estado do objeto ou regido de interesse (sistema) e todas suas
propriedades. Se um sistema ndo estiver sujeito a perturbagdes, entdo
atingira, depois de certo tempo, o equilibrio, ¢ todas as suas propriedades
ndo mais variardo em fun¢do do tempo.

PROCESSO TERMODINAMICO REVERSIVEL'

A capacidade térmica, ¢, de um corpo, ¢ definida como a relagdo entre variagao do
calor a ele transferido, A, e a variagdo de temperatura, A7, que sofre nesse processo. Como
C’ ¢ uma grandeza proporcional a massa do corpo, € a variagdo da temperatura ¢ dada por
A7=AQ / C, tal variagdo pode tornar-se muito pequena, se for bastante grande o corpo que
transfere calor para o sistema em estudo. No caso limite, se esse corpo tivesse massa infinita,
o sistema observado ndo sofreria qualquer aumento de temperatura. Um corpo infinito, com
essa caracteristica, denomina-se reservatorio térmico. A atmosfera e o oceano sao exemplos
de reservatorios térmicos. No entanto, para fins praticos, até corpos menores podem ser
também considerados, aproximadamente, reservatorios térmicos.

A figura 1 ilustra como pode ser feita a fransferéncia de calor a um sistema, de
maneira reversivel. O tracejado em torno do corpo indica que as paredes estdo isoladas
termicamente. A inferior ¢ uma parede diatérmica, em contato com o reservatorio térmico,
através da qual a transferéncia de calor ¢ livremente permitida. 7 ¢ a temperatura inicial do
sistema (representado em contato com um reservatorio térmico, a essa temperatura). Em
seguida submete-se o sistema a um reservatorio térmico de temperatura 7i+d 7, aguardando-se
até que se estabeleca o equilibrio térmico. Dai, nova transferéncia ¢ feita, agora para um
reservatorio térmico de temperatura 7i+2d7, aguardando-se mais uma vez até que o novo
equilibrio térmico se estabelega; e assim sucessivamente, até que seja atingida a temperatura

final, completando-se a transferéncia de calor desejada.

A elaboracdo do texto e das ilustragdes dessa se¢do baseia-se em Nussenzveig (1990), texto recomenado para
quem desejar maiores detalhes sobre os fundamentos da termodindmica.
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Figura 1 - Transferéncia reversivel de calor a um sistema
Fonte: Adaptada de Nussenzveig (1990).

No sentido de exemplificar a possibilidade de um processo termodinamico reversivel,
a figura 2 ilustra o caso de um gas em equilibrio térmico, ocupando um recipiente cilindrico
de area da base A e altura v, sendo o volume /= Ax, sujeito a uma pressdo p. A base superior
¢ um pistdo que se supde poder deslocar, sem atrito, no contato com as paredes laterais do
reservatorio. Imaginando que a forca, /#'= pA, esteja equilibrada pelo peso de um monte de
areia colocado sobre o pistao, suponha-se que o gas sofra uma expansdo, decorrente de um
deslocamento d., do pistdo, para cima (devido a retirada de um grao de areia do monte, por
exemplo). O trabalho realizado pelo gas, nessa expansdo, ¢é: d’/# = Fdr = p4dy = pd /.
Conforme sera retomado adiante, a razdo de usar-se a notagdo d’/#, em lugar de dW, ¢ para
enfatizar que a fungdao #'nao ¢, necessariamente, uma diferencial exata.

Se esse procedimento for repetido, pode-se, gradativamente, atingir a expansao finita
desejada para o gas. Com a recolocagdo da areia, grao a grao, pode-se voltar, pelo caminho
inverso, ao estado inicial. Um processo assim realizado ¢ chamado de reversivel. Em sintese,
para que o processo termodindmico seja considerado reversivel ¢ necessario que as seguintes
condi¢les sejam satisfeitas: a) Deve ser realizado muito lentamente e b) O atrito deve ser

desprezivel.

Pistéio ™

Figura 2 - Processo termodinamico reversivel
Fonte: Adaptada de Nussenzveig (1990).
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Para que a condigdo (a) seja atendida, o lapso de tempo entre determinado estado do
sistema e um estado de equilibrio termodinamico deve ser um infinitésimo, o que caracteriza
o processo denominado guase-estatico. Imaginando-se que a condicdo (b) ndo fosse atendida,
isto €, que houvesse atrito entre o pistdo e as paredes, entdo a pressdo do gas seria 2’ < p,
sendo o trabalho realizado na expansao igual a p’d /< pd/; a diferenga representando o calor
gerado por atrito.

Na reversdo do processo de expansdo quase-estdtico e sem atrito, chega-se a situagao
inicial, realizando-se um trabalho positivo igual a -pd/ (isso porque, nesse caso, o volume
sofre uma diminui¢do). Obviamente, na hipotese de haver atrito entre o pistdo e as paredes do
cilindro, mesmo que o processo inverso fosse conduzido lentamente, o sistema nao voltaria a

atingir a situagdo inicial.

A PRIMEIRA E A SEGUNDA LEI DA TERMODINAMICA

A primeira lei da termodindmica ¢ uma generalizagdo do principio de conservagao da
energia, sendo sua caracteristica marcante a consideracdo do calor como uma forma de
energia, em certo sentido distinta das demais, porque ¢é para ela que todas as outras parecem
tender. Por essa razdo, o calor ¢ a forma de energia cuja observagdo permite uma oposicao
mais nitida entre energia e trabalho, este entendido como outra categoria de intera¢do entre
os sistemas fisicos. Util a formulagdo da primeira lei da termodindmica, concebe-se a energia
interna de um sistema como uma fung¢do de estado (isto porque nao depende do caminho de
qualquer processo), correspondendo a soma do trabalho realizado sobre esse sistema com a

diferenga entre o calor cedido ao sistema e o calor cedido pelo sistema.
Citando ainda Brophy et al. (1972, p. 3):

De acordo com a Segunda Lei, o calor jamais podera ser inteiramente
convertido em trabalho®, ¢ ele nunca se transforma espontaneamente em
trabalho. Tal comportamento é descrito pela maximizacdo de uma nova
fungdo de estado, a entropia, que cresce a medida que o sistema se aproxima
do equilibrio, e se torna mdxima no equilibrio. Calor e trabalho sdo
quantidades relativamente faceis de se medir ¢ permitem a previsdo do
estado de equilibrio de qualquer sistema termodindmico. A ocorréncia

ZA respeito dessa afirmacdo, de que é impossivel a transformagao total de calor em trabalho, convém observar
que ela so6 ¢é verdadeira se for aplicada a um processo ciclico. Ver paginas 332 e 333 de Nussenzveig (1983).
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espontanea de um evento natural pode ser descrita em termos da diminui¢do
~ .. 3 .
na funcao energia livre’ apropriada.

Entropia ¢ uma palavra cunhada por Clausius, a partir do grego, significando
transformagdo. Para compreender seu significado ¢ necessario o conhecimento dos processos
em que ¢ possivel a transformagao de calor em trabalho, dos quais se pode tirar proveito para
a construcao de maquinas térmicas, tais como a maquina a vapor, o motor térmico € o
refrigerador.

A pratica comprova que s6 € possivel construir-se uma maquina térmica se ela for
composta de uma fonte quente e de uma fonte fria. Para que se possa realizar trabalho com o
auxilio de um sistema denominado motor térmico, por exemplo, € preciso que se forneca a
esse sistema uma quantidade de calor ¢J;, a uma temperatura absoluta 77, e seja retirada uma
quantidade ¢, a uma temperatura absoluta 7;. Admitidas as quantidades ¢ e ¢ com sinal

positivo, entdo, para que o motor possa funcionar ¢ necessario que o valor do trabalho
mecanico #'= () = (», produzido no processo, seja maior que zero. Portanto, O, tem de ser

maior do que (h. A experiéncia mostra que, para isso, 7] tem de ser, obrigatoriamente,
também maior do que 73. O principal responsavel por essa descoberta foi engenheiro francés
Sadi Carnot que, ao pesquisar a maquina térmica de maxima eficiéncia, concluiu que tal
situacdo ideal so poderia ocorrer se a relacdo de entrada, (/7] fosse igual a relagdo de saida,
(»/7;. Esse seria o caso da maquina ideal, na qual ndo ocorresse qualquer perda de energia
interna.

Adotando-se, nesse exemplo da maquina térmica, uma nova convencdo de sinal
segundo a qual o calor sera positivo quando fornecido ao sistema, entdo ¢J; tera sinal positivo
e (), sinal negativo. Usando essa convengdo, e sintetizando a contribuicdo de Carnot,
Clausius mostrou que, em cada ciclo reversivel do processo, na maquina térmica ideal, a

condi¢do para a produgdo do trabalho, /; exige que a seguinte equagdo seja satisfeita:

Q.0
LT (L.1)

Generalizando o resultado, na forma de um teorema que hoje leva seu nome, Clausius

mostrou que, em um ciclo continuo de uma maquina térmica qualquer, real ou ideal, no qual o

7 Essa grandeza, que adiante definida, segundo a versdo de Helmholtz, tem importante papel no desenvolvimento
da interpretagdo termodinamica da fratura aqui proposta.
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calor seja fornecido em parcelas infinitesimais, impondo sucessivos estados de equilibrio ao

sistema, vale a seguinte expressao:
do

Y—=10, 1.2
T (1.2)

que ¢ a sintese do chamado teorema de Clausius, segundo o qual ndo € possivel um processo
termodinamico cujo unico efeito seja a conversao total de calor em trabalho.

Na Eq.(1.2), a igualdade vale para os ciclos reversiveis, como, por exemplo, o da
maquina térmica ideal, explicitado pela Eq.(1.1). J4 a desigualdade aplica-se a ciclos
irreversiveis, que € o caso da maquina térmica real e de todos os fendmenos que ocorrem
espontaneamente na natureza. A Eq.(1.2) fornece uma descri¢ao, ao invés de uma explicagao,
dos fenomenos abordados a luz da termodinamica. Para o cumprimento dessa finalidade,
introduz-se a nogdo de entropia, uma variavel termodindmica que permite tornar mais clara a
interacao entre calor e trabalho, principalmente no caso dos fenomenos caracterizados pela
irreversibilidade. A andlise da maquina térmica ideal de Carnot permite uma boa compreensao
do significado da entropia. No processo nela realizado, como se viu, vale tanto o principio de
conservagdo da energia, quanto também se conserva a relacdo Q/T na entrada e na saida. A
relagdo (Q1/T)), correspondente a entrada, isto €, ao que foi fornecido pelo exterior a maquina
térmica, seria a entropia de entrada, ¢ ao final, a relacdo (Q,/T), referente ao que foi
devolvido por ela, seria a entropia de saida da maquina. Se, ao invés de uma maquina ideal,
ela fosse uma maquina real, haveria algum calor gerado pelo atrito interno, o que faria
aumentar a entropia de saida. Isto justifica a afirmagdo bésica da segunda lei da
termodinamica, segundo a qual a entropia do conjunto formado pelo exterior e pela maquina
térmica, sempre tende a crescer, quando qualquer processo termodinamico ¢ levado a efeito
no universo.

Para o caso de um ciclo reversivel, como ja foi dito, vale a igualdade na Eq.(1.2). No
caso em que a andlise ¢ feita entre dois estados A e B quaisquer, no caminho seguido pelo

processo termodinamico, vale analisar a integral:

g,
- (1.3)

A

que, em razao da hipotese de reversibilidade, s6 deve depender dos estados inicial e final, e

nao do caminho. O integrando da Eq. (1.3) é, portanto, uma diferencial exata, a saber:
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ds = 990 (1.4)

T

onde s ¢ definida como a entropia, que ¢ uma funcao de estado, na medida em que s6 depende
dos estados inicial e final.
Pela Eq. (1.2), e de acordo com a discussao acima, conclui-se que, para uma mesma

mudanca de estado:
erev > inrrev‘ (15)

Considerando-se uma mudanca de estado arbitrariamente pequena, na qual ¢

transferida a quantidade de calor dQ ao sistema, entao, de acordo com a Eq.(1.5):
d0=dQ,,. (1.6)

Entretanto, devido ao fato de que ¢ determinada apenas pelos estados inicial e final, a

variacao de entropia do sistema independe de o processo ser reversivel ou irreversivel, dai:

ds, = 9Qa (1.7)

Como dQ ¢ infinitesimal, a vizinhang¢a do sistema pode voltar a seu estado inicial
mediante a reposi¢ao do calor dQ. Entdo, a variacao da entropia dessa vizinhanga (que a ele

havia fornecido o calor dQ) é:

_de

dSviz
T

(1.8)
Assim sendo, a variacdo liquida de entropia, ocorrida em consequéncia de uma

mudanca diferencial de estado, tal como acima, sera:

do,, -d
+@m=—9ﬂ—£izo, (1.9)

dSliq = dssist T

onde a igualdade, uma vez mais, refere-se a reversibilidade.
Um processo que ocorre espontaneamente, por natureza, ¢ irreversivel; do contrario,

nao ocorreria. A reversibilidade s6 pode ser atingida quando o equilibrio esta tdo proximo que
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nenhuma mudanga observavel possa acontecer. A Eq.(1.9) revela, portanto, que ha sempre um
aumento da entropia liquida, quando ocorre um evento espontaneo. E a igualdade, naquela
equagao, revela que a entropia torna-se maxima no equilibrio.

A consequéncia mais importante do que acima foi dito liga-se a constatagdo de que a
parte da energia que ndo pode ser transformada em trabalho, em um dado processo, estd
associada a variacdo liquida da entropia (do conjunto formado pelo sistema e sua vizinhanga).
Mas, na maioria das vezes, quando se procura calcular a variagdo total da entropia que
acompanha um evento determinado, verifica-se que a uniao do sistema com sua vizinhanga ¢é
algo tdo complicado, que tais calculos s@o muito trabalhosos, sendo impossiveis. Dai surge a
necessidade da introdu¢do de uma fun¢do, denominada energia livre de Helmholtz, ¥, que
retira da energia interna, £, o produto temperatura absoluta 7' x entropia s do sistema, como
forma de evidenciar a parcela da energia interna disponivel para a transformacdo em trabalho.

Assim:
Y=11Ts. (1.10)

De fato, a afirmacdo de que a entropia do conjunto exterior-sistema tende sempre a
crescer, ¢ 0 mesmo que dizer que a energia livre do sistema isolado tende sempre para um
valor minimo. Com maior rigor, € no interesse do propdsito deste trabalho, ¥ pode ser
também definida como a méxima quantidade de energia interna do sistema que, num processo

irreversivel, esta disponivel para a realizacao de trabalho.

INTERPRETACAO TERMODINAMICA DO PROCESSO DE DEFORMACAO
DE UM SOLIDO

Com o intuito de fixar conceitos, sera apresentada, a seguir, uma ilustragdo do uso da
termodinamica na interpretacao do processo de deformagao de um solido, supondo-se que
nele ainda ndo se encontre instalado qualquer processo de deformacdo capaz de gerar calor,
seja plasticidade, dano ou fratura. Admitindo-se que as grandezas aqui tratadas, referentes ao
solido deformavel, estejam associadas exclusivamente a volume, a expressdo do balango
energético (primeira lei da termodinamica), tomada entre dois estados infinitesimalmente

proximos, € a seguinte:

dE = dlo+dW, (1.11)
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onde E corresponde a energia interna do solido; Q a quantidade de calor trocada entre o s6lido
e o exterior, ¢ W ao trabalho mecanico realizado no processo. Aqui, o valor de W sera tomado
como positivo quando se referir a trabalho fornecido ao sistema (e ndo pelo sistema, como
normalmente se considera no estudo das maquinas térmicas). Q sera positiva quando
corresponder a calor fornecido ao sistema pelo ambiente. Observe-se que W equivale a
energia de deformacdo armazenada no so6lido. Como antes ja foi observado, d’Q e d’W
indicam diferenciais inexatas, e elas de fato o sdo, porque nem calor nem trabalho sao fungdes
de estado, e sim fun¢des do caminho seguido pelo processo, que inclui a deformagdo e a troca
de calor com o ambiente. Sua soma, no entanto, de acordo com a Eq. (1.11), € uma diferencial
exata, porque a energia interna caracteriza-se como fungao de estado.

Diferenciando-se a Eq. (1.10), no mesmo sentido anterior, em que a diferencial ¢
entendida como a variagdo sofrida pela grandeza, entre estados infinitesimalmente proéximos,

e considerando a Eq. (1.11), tem-se:
d' =d'Q+d'W-Tds -sdT. (1.12)

Na hipotese de um processo de deformacdo reversivel, isto €, que ndo haja geracdo

interna de calor, e o regime seja quase-estatico, a entropia sera dada por d'Q=Tds,
que levada a Eq. (1.12), da:
d! =d'W-sdT . (1.13)

Como o fenomeno de deformacgao ocorre no meio ambiente, e este €, por hipdtese, um
reservatorio térmico, entdo, sempre se estabelece o equilibrio térmico de tal forma que a
variacdo de T ¢ desprezivel. Diz-se, portanto que o fenomeno ocorre em condi¢des

isotérmicas. Assim, d7'= 0, o que leva Eq. (1.13) a:
dy =d'w. (1.14)

Isso quer dizer que, na auséncia de fendmenos que levem & geragdo interna de calor,
um so6lido sujeito a deformacao e troca de calor com o seu entorno apresenta uma variagdo de
energia livre, entre dois estados de equilibrio termodindmico, equivalente a variacdo de sua
energia de deformacdo. A Eq. (1.14) confirma, portanto, a defini¢do de energia livre como a

parcela da energia interna disponivel para a realizagdo de trabalho.
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No capitulo seguinte, os conceitos termodinamicos aqui apresentados serdo utilizados
em um grau mais avanc¢ado de generalidade, no exame das condigdes para a aplicagdo da

mecanica do continuo a mecanica da fratura.
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2 O FENOMENO DA FRATURA A LUZ DA MECANICA DO CONTINUO

Desde quando Irwin, a partir do final da década de 1940 e durante a seguinte, passou a
divulgar sua importante contribui¢do ao estudo do fenomeno da fratura, generalizou-se a
aplicacdo do modelo da elasticidade plana, resolvido com o auxilio das fungdes de variavel
complexa, no exame do problema do surgimento e da propagacao de fissuras nos solidos.
Nascia, assim, a mecanica da fratura elastica linear, com a esperanca de que desse importante
passo na superacao das deficiéncias identificadas no modelo de Griffith (1921). A principal
dessas delas era a limitagao da validade do critério de fratura estabelecido por ele a previsao
do inicio da fratura somente aos solidos constituidos por materiais de comportamento fragil.
Outra deficiéncia residia no fato de que a energia superficial especifica, o parametro
experimental proposto por Griffith, ndo ser, de fato, uma caracteristica do material.

Com base em resultados obtidos por Westergaard (1939), que utilizou os potenciais
complexos concebidos por Kolossov-Muskhelishivili (alternativa as fung¢des de Airy da
elasticidade), no estudo dos problemas da elasticidade bidimensional, [rwin (1957) introduziu
os stress intensity factors — fatores de intensidade de tensdo. Imediatamente essas grandezas
viriam a ser associadas a energy release rate, denominagdo devida a Irwin e identificada por
ele como a for¢a responsavel pelo avanco da fissura. Tal grandeza que, ainda sem essa
denominagdo fora usada por Griffith (1921), na formulacao de seu critério, corresponde a
variacdo da energia potencial eldstica do solido contendo uma fissura, em relacdo a um
parametro geométrico que equivale a metade do comprimento do eixo maior de uma elipse
achatada, identificada com a fissura.

Obtidos através da elasticidade linear, os resultados de Westergaard (1939) baseavam-
se na forma das séries de fungdes, uma para cada componente do tensor tensao dos problemas
formulados para chapas planas, as quais apresentavam, nos cinco casos aproveitados no

trabalho de Irwin (1957), certa caracteristica comum: cada uma de tais séries de fungdes

continha uma parcela singular do tipo 1/ {r , onde r ¢ a distdncia de um ponto genérico do
plano médio da chapa até a extremidade da fissura contida nesse plano. O surgimento de tal
tipo de singularidade em problemas da elasticidade linear ocorre por conta de que, no modelo
matematico, a fissura ¢ simulada como um segmento de reta (algo que pode ser entendido

como o caso limite da elipse usada por Griffith, quando o eixo menor tende para zero).
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A razdo para a difusdo da ideia de que a fratura envolve, necessariamente,
singularidade nas expressdes das componentes de tensdo, decorre dessa idealizagdo de Irwin.
Seguramente, ela tem similaridade com a proposta de Griffith, na qual o raio de curvatura na
extremidade da elipse achatada que simula a fissura deve ser bem pequeno, embora nunca
nulo, exatamente para evitar as tensdes infinitas, dada a existéncia da singularidade. Como
consequéncia de seu modelo, Irwin identificou nos coeficientes das parcelas singulares das
citadas séries de funcdes, nas diversas representagdes das componentes de tensdo, em trés
casos simples, grandezas que denominou fatores de intensidade de tensao.

Em sintese, tais pardmetros derivam da simulag¢do da fissura como um segmento de
reta localizado no plano médio de uma chapa de material elastico-linear, submetida a cargas
situadas nesse mesmo plano. A utilizagdo pratica de tais grandezas, portanto, teria que ser
feita com base na consciéncia precisa da limitacdo da teoria que lhe da suporte. Essa teoria
elastico-linear, no entanto, fornece expressdes para as componentes do tensor tensao que
contém parcelas singulares, as quais encerram uma contradi¢do, pois, na vizinhanga da
extremidade do segmento de reta que representa a fissura, as componentes de tensdo teriam de
ser infinitas. A impossibilidade fisica da ocorréncia de tensdes infinitas levaria a que o
material se acomodasse plasticamente, na extremidade da fissura, porém isto nao pode caber
num modelo de comportamento elastico.

Assim, a idealizacdo de Irwin, do segmento de reta ou corte matematico usado para
simular o vazio (fissura) preexistente, deveria incluir a delimitagdo, a priori, de um entorno
da extremidade do segmento em cujos pontos a hipotese de plasticidade do material pudesse
ser adotada. No entanto, se assim fosse, os resultados ndo mais envolveriam singularidade e,
em consequéncia, nao mais apareceriam os fatores de intensidade de tensdo! Entretanto, a
justificativa para atenuar-se, na metodologia de Irwin, a ndo consideragdo da acomodacao
plastica do material na extremidade da fissura, como necessidade, estd em admitir-se que seja
muito pequena a regido onde isso ocorre, sendo desprezivel, portanto, a quantidade de calor
associada a esse fendmeno. O problema esta em que, para uma teoria ser consistente, ¢
necessario que nela se inclua a delimitagdo de seu campo de validade. Para isso, deveria ser
bem estabelecida a regido, na vizinhanca da extremidade da fissura, dentro da qual a hipodtese
de comportamento linear do material ndo mais pudesse ser adotada. Isso, entretanto, nao ¢é
cogitado na proposta teorica de Irwin.

A complementagao dessa proposta exige a determinacdo experimental dos valores
criticos dos fatores de intensidade de tensdo, cuja comparacdo com os respectivos valores

calculados, para um soélido eléstico qualquer, serviria para aferir sua integridade, mediante um
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critério de fratura. Muito foi feito nesse terreno, visando a determinagdo desses parametros
criticos em laboratorio, a despeito das controvérsias.

A metodologia de Irwin, de fato, instalou-se fortemente entre os estudiosos — mais
ainda entre os usuarios — da mecanica da fratura, como se fosse verdade definitiva, acabando
por cristalizar uma cultura tecnologica que, do ponto de vista da mecanica dos materiais
apresenta graves inconvenientes. Quer dizer, o fendmeno da fratura, essencialmente ndo linear
e irreversivel, ndo pode ter sua complexidade, enquanto fenomeno de deformacao, abarcada,
como quer Irwin, apenas por trés modos simples de fratura: abertura, deslizamento e
rasgamento. Do ponto de vista da concepc¢do de tensdo de Cauchy ¢ evidente que o problema
do acoplamento de influéncias entre componentes tangenciais € componentes normais, em
tensdao e em deformacdo, ¢ muito complexo para ser tratado com base num critério que conta
com o auxilio de somente trés modos simples de fratura.

Na elaboragdo de modelos fisicos e matematicos para simular o inicio da fratura,
consideram-se duas opgoes: 1) O processo de fissuragdo inicia-se a partir de um vazio
preexistente, tal como Griffith e Irwin sugerem, ou 2) A fissura podera surgir a partir do
estado completamente integro do material, tal como propde Hillerborg (1991).

Do ponto de vista fisico, dado que a maior parte do interior dos solidos ¢ constituida
de vazios, a hipdtese do vazio preexistente parece ter mais sentido. O problema estd no
modelo matemadtico, que deveria estar apto a considerar tantos e tdo irregulares vazios no
solido real, a partir dos quais o processo de fissuracdo pudesse, potencialmente, avangar. O
tratamento da questdo do surgimento de uma descontinuidade no sélido, considerado
inicialmente integro e continuo, parece mais complexo que no caso de uma fissura que cresce
a partir de um vazio preexistente. Por isso, aqui se adota a hipotese do vazio preexistente para
simular a situacdo inicial da fissura genérica, suposta contida no interior do material.

A contribuicdo de Griffith, responsavel pelo primeiro modelo matematico do
problema da fratura, faz com que seja ele unanimemente considerado o criador da mecanica
da fratura. Sua refinada intui¢do do fendmeno fisico, mais tarde também aceita por Irwin, ao
admitir que tudo ocorreria como se as fissuras crescessem a partir de vazios preexistentes,
permitiu a justificativa para a observagdo separada entre fendmenos associados a volume e
outros que ocorrem nas superficies de avango da fissura, apos iniciado o fenomeno da fratura.
Isso ¢ aqui retomado, em outra perspectiva, na intengdo de organizar-se uma teoria da fratura
cuja caracteristica basica seja a utilizacdo de recursos da mecanica do continuo e da

termodinamica.
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O exame minucioso dessa possibilidade ¢ o objetivo do presente capitulo, que trata da
formulacao de um modelo matematico do problema da fratura em um solido, considerado
inicialmente como um meio continuo contendo vazios, a partir dos quais fissuras poderao se
desenvolver. A aproximagao aqui realizada entre a mecanica da fratura (um campo de estudos
ainda carente de fundamentacdo cientifica segura), a mecanica do continuo e a
termodindmica, visa a aproveitar as vantagens do stafus cientifico das duas ultimas, em
proveito da consolidacao da primeira.

O suporte tedrico para a linha de investigagdo aqui desenvolvida encontra-se no
pioneiro estudo de Eftis e Liebowitz (1976), que afirma a insuficiéncia da formulagao original
de Griffith, na perspectiva de aperfeicod-la, isto €, assegura que a energia superficial
especifica, parametro-chave da teoria e Griffith, ndo ¢ uma propriedade do material, tal como
parecia. Em seu lugar, a interpretacdo termodindmica da fratura, segundo Eftis e Liebowitz,
faria aparecer uma grandeza mais complexa, dotada da seguinte caracteristica: uma funcao de
ponto, nas faces de avanco das fissuras, composta por trés parcelas associadas,
respectivamente, a energia livre, & temperatura e a energia cinética. E a partir da tentativa de
interpretagdo dada por Eftis e Liebowitz (1976) que hoje se constroi a base para a concepgao
de modelos ndo lineares e termodinamicamente consistentes na mecanica da fratura.

Também representa uma consideravel contribui¢ao, no sentido da linha aqui adotada,
o trabalho de Zhang e Karihaloo (1993) segundo o qual a condi¢do necessaria para o
crescimento de fissuras em um meio ¢ o cumprimento das leis de balango, ndo somente no
volume do so6lido, mas, também, nas superficies das fissuras que vao sendo criadas em seu
interior. Ao provar que ¢ possivel a passagem das equagdes de balango global as de balango
local, inclusive nos pontos das superficies de avango das fissuras, com apoio na equagao de
transporte de Reynolds, encontra-se naquele trabalho o instrumental metodologico adequado
ao tratamento termodinamicamente consistente do problema da fratura.

Ao adotar uma alternativa ao recurso matematico da equacdo de transporte de
Reynolds, Rocha (1999) obtém a confirmacdo dos resultados obtidos por Zhang e Karihaloo
(1993), mas permite uma melhor interpretacdo deles, além de chegar a resultados numéricos
mediante a utiliza¢ao da analise de sensibilidade e do método dos elementos de contorno. Os
dois ultimos trabalhos citados representam significativo avango, em relacdo ao de Eftis e
Liebowitz (1976), embora este tenha o mérito de tentar, pela primeira vez, a interpretagao
termodinamica consistente, mas concluindo pela impossibilidade do tratamento do problema

da fratura com o auxilio da mecanica do continuo.
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A interpretagao aqui adotada advém, pois, da extensdo da mecanica do continuo a
mecanica da fratura, que s6 se tornou possivel a partir do trabalho de Eftis e Liebowitz
(1976). O maior mérito, entretanto, fica para o trabalho de Zhang e Karihaloo (1993), que
justifica a introducdo, nas equagdes globais de balango termomecanico, de parcelas proprias
das grandezas associadas as superficies de avanco das fissuras. Partindo dessa sugestdo e dos
desenvolvimentos posteriores apresentados por Rocha (1999), o presente trabalho, tal como se
vera, contribui para que os novos resultados possam ser colocados na perspectiva de aplicagao
tecnoldgica imediata. Para isso, propoe a realizagdo de um ensaio numérico sobre um modelo
espacial do s6lido em estudo que, ao ser comparado com um modelo semelhante, ensaiado em
laboratério, até atingir a condicdo critica, fornega os elementos para o novo critério

termodinamicamente consistente de fratura aqui proposto.

DESCRICAO MATEMATICA DO PROCESSO DE CRESCIMENTO
DE UMA FISSURA

O pressuposto da continuidade de um corpo solido, B, permite que se faca uma
associacdo entre ele e um conjunto limitado, fechado e de fronteira suave, denominado
configuracdo de referéncia (Co,CIR). Convém observar que, nio necessariamente, a
configuragdo de referéncia coincide com a posi¢ao inicial do sélido. Imagina-se que a
evolugdo desse corpo deformavel podera ser acompanhada mediante uma sequéncia de
aplicagdes biunivocas, capazes de associar, instante a instante, cada ponto X&Cp a um e um so
ponto xEC;, onde CiCIR? ¢ a configuracdo, dita atualizada, do corpo B, no instante 7. Cada
aplicacdo dessa sequéncia (chamada deformacgao) ¢ biunivoca, de Cyem (i, além de continua,
inversivel e com inversa também continua, isto €, um homeomorfismo.

Diferentemente do modelo classico da mecanica do continuo acima descrito, o modelo
util ao presente trabalho precisara permitir a possibilidade da evolucao de fissuras a partir de
vazios pre-existentes, durante o processo de deformagao do solido. Embora parega estranho
que um solido continuo possa incluir algo descontinuo como uma fissura, a solu¢do sera
buscada através da admissao da presenga de superficies continuas em evolugao no interior do
solido. Seriam elas as superficies de avancgo das fissuras. Vale observar que nada impede que
o modelo inclua mais de uma fissura no interior de B (o numero delas sendo naturalmente

finito), porém, a generalidade ndo estara sacrificada no caso em que a analise estiver centrada
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numa parte PCB que contiver somente uma fissura. Na configuragdo de referéncia tal parte
sera representada por Py, sendo P; a sua representacdo na configuracdo atualizada,
correspondente ao instante ¢. Portanto, PoC Cy e P,C C:.

Diz-se que um ponto pertence a fronteira de um conjunto genérico, K, se qualquer
vizinhanga desse ponto possuir ao menos um ponto do interior € outro do exterior de K.
Define-se, entdo, como o contorno dP; a fronteira da configuracdo atualizada P; (9P, no caso
da configuragdo de referéncia Py). Admite-se que as representagdes do contorno de um vazio
preexistente em P, tanto a de referéncia quanto a atualizada, serdo consideradas como
pertencentes a Py e Py, respectivamente. Suponha-se, agora, a existéncia de um conjunto
Si(t)CPy, com o auxilio do qual sera feito o registro do crescimento da fissura com o tempo,
mediante uma sequéncia de aplicagdes g*, que leva pontos de S{#)CP, a pontos do conjunto
sft)CP;. Vale enfatizar que se considera Si(t) como imerso em P, e ndo contido no contorno

da parte, isto € em, dPy.

g*:

Figura 3 - A deformacgdo no caso de um sé6lido contendo uma fissura

Na op¢ao de modelo de fissuragdao aqui adotado por principio, a fissura nunca podera
surgir no so6lido, mas crescer a partir de um vazio preexistente. A figura 3 ilustra o modelo
classico da mecanica do continuo, no caso em que no interior do corpo preexiste um vazio.
Enquanto o movimento do corpo realizar-se em condic¢des de reversibilidade (regime eléstico,
por exemplo), a alteracdo das dimensodes do vazio serd consequéncia de fendmenos associados
a volume. No entanto, no caso dos fendmenos espontdneos em que ocorre a fissuragao,
propriamente dita, a componente irreversivel faz-se presente, isto ¢, ocorre um avango
definitivo da fissura, e a superficie do vazio preexistente, a partir do qual a fissura evolui,

sofre acréscimo irreversivel na area de sua fronteira ou contorno.
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Do ponto de vista termodinamico, a incoeréncia do modelo de Griffith (1924)* esta
relacionada com o fato de sua formulagdo ser baseada na hipdtese do comportamento elastico
linear do material. Naquele modelo ndo ha como ser assimilada a energia superficial, incluida
em sua formulacdo, como estando relacionada com a producao de calor e consequente
dissipagdo associada a componente irreversivel do processo de avango da fissura.

A aplicagdo da interpretacdo termomecanica consistente a uma parte genérica PCB
conduz a que se postulem as equagdes de balanco global (massa, quantidade de movimento
linear, quantidade de movimento angular, energia e principio da irreversibilidade ou
desigualdade de Clausius-Duhem). A sistematica cldssica da mecanica do continuo, que parte
das equacdes de balanco global, chegando as relagdes diferenciais validas ao nivel local, sera

ampliada para o caso de meios fissurados, da forma como sera mostrado a seguir.

LEIS DA TERMODINAMICA APLICADAS AOS SOLIDOS CONTINUOS

Definem-se os campos escalares € e 1, energia interna e entropia, por unidade de
massa, respectivamente. Dai, a entropia e a energia interna relativas a uma parte genérica, P,

do solido, serao dadas, respectivamente, no instante ¢, por:

| “Fdv e I "#dv,

Pt
Py

onde p ¢ a massa especifica (funcdo de ponto) e dv ¢ o elemento de volume, tomado na
representacao atualizada P;. A energia total, E(P,t), dessa parte, composta da energia interna e

da energia cinética, sera dada, em cada instante, por:
1
E(P,t) = 1!'pedv + El[pv.vdv, (2.1)
t t

sendo v a velocidade do ponto x = x(X,#), com xE P.
Admitindo-se que, de alguma maneira, seja fornecido (ou retirado) calor de P;, numa

troca entre essa parte e o exterior, quantifica-se essa possibilidade através de uma taxa r, de

* Ver capitulo 1.
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calor fornecido por unidade de massa, em Py, e pelo vetor fluxo calorifico q, na fronteira dP;.

Dai obtém-se as seguintes grandezas:

prdv e - [q.nds,
] !

t

ambas com dimensao de poténcia mecanica, correspondendo as taxas temporais de variagao
da energia, no interior e na fronteira de P, respectivamente. Observe-se que o sinal negativo
na segunda expressdo decorre da convengdo para o vetor unitario normal n que ¢ considerado
positivo quando dirigido para o exterior, em cada ponto de dP;. Isso significa que a
quantidade de calor ¢ convencionada positiva quando fornecida a parte P; do solido (sistema).

A partir das poténcias das forgas aplicadas (b.v, por unidade de volume, e s.v, por
unidade de area), onde b ¢ a densidade das for¢as de corpo, por unidade de volume, e s ¢ a
densidade das forcas por unidade de superficie, tem-se, a seguir, a expressdo matematica da

primeira lei da termodindmica, que equivale a lei de conservacao da energia, isto é:

%E(P, t) = 7g(,or +b.v)dv + f(s.v —q.n)ds, (2.2)

oF,

onde D /Dt indica derivada material no tempo.

Substituindo-se o valor de E(P,f), da Eq. (2.1), na Eq. (2.2), tem-se:

Dﬂtl;p(s + %)V.Vdv = f(pr+ b.v )dv +Jf(s.v-q.n)ds. (2.3)

b [F

A taxa de calor trocado com o exterior, relativa a P, é:

O(P,t) = fprdv - fq.n ds. 2.4)

P oP
t t

De acordo com a segunda lei da termodinamica, a taxa de entropia produzida em P; ¢
sempre maior ou igual a taxa de energia trocada entre essa parte e o exterior, no volume e no

contorno, dividida pela temperatura absoluta. Dai:
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D% ipndv _ lltpﬁdv - {p%dv - A2 as, 2.5)

t

onde o ponto sobre a variavel indica derivada material no tempo.

Observe-se, na Eq (2.5), que a passagem da derivada material, D/Dt, para dentro da
integral s6 afetou a varidvel 7. Essa propriedade da derivada material, que adiante sera
bastante utilizada, tanto para a integracdo no volume quanto na superficie, pode ser
demonstrada com o auxilio das Egs. (7.107) e (7.117), levada em conta a conservacao da

massa expressa pela Eq. (2.23).

ABORDAGEM TERMODINAMICA DO PROBLEMA DA FRATURA

O tratamento classico dos problemas da mecanica da fratura, baseado nas
contribui¢des de Griffith e de Irwin, leva em conta a primeira lei da termodinamica, ainda que
ndo explicitamente. Como ja foi dito, o trabalho de Zhang e Karihaloo (1993) ¢ o primeiro
que, a par de caracterizar os tratamentos anteriores como insuficientes, adota uma estratégia
para a construcao da teoria termodinamicamente consistente. Com isso, ele examina o carater
irreversivel do fendmeno, cuja andlise exige a consideragdo da evolugdo da entropia do solido.

A seguir, serd montado o esquema tedrico visando ao exame do fendmeno da fratura,
mediante a consideragdo, nas equagdes de balango global, de parcelas relativas a volume
separadas das que sdo relativas as superficies internas, estas que, ao serem acrescidas,
consubstanciam o avango irreversivel das fissuras. Essa separacdo, distinta da maneira
classica dos balancos da mecanica do continuo, foi introduzida no estudo do fenomeno da

fratura por Zhang e Karihaloo (1993).
Passagem das equacdes de balanco global as equacgdes de balango local

Em nivel global, aplicado a uma parte P do solido (este considerado como um meio
continuo), postulam-se cinco principios, denominados principios de balango termomecanico,
cuja validade ¢ o ponto de partida para a constru¢do do modelo capaz de enquadrar o estudo
do movimento de um corpo, incluida a deformagdo como possibilidade. Os cinco balangos
globais sdo: de massa, de momentum linear, de momentum angular, de energia e de entropia

(desigualdade de Clausius-Duhem ou principio da irreversibilidade).
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Para o estudo do solido contendo vazios, e considerando a possibilidade do processo
de crescimento irreversivel das superficies internas desses vazios, assimilados as fissuras,
introduz-se, tal como j& foi dito, em cada uma das cinco equagdes de balanco global, uma
nova parcela, a saber, uma integral calculada sobre as superficies de avango da fissura, mais
precisamente sobre a parte irreversivel da expansao sofrida pelos vazios no curso do processo.

Com o objetivo de sintese, sera desenvolvido, a seguir, um procedimento geral capaz
de enquadrar formalmente os cinco principios termomecanicos classicos, estendidos da
mecanica do continuo para a mecanica da fratura. Quatro deles sdo principios de conservagao:
massa, momentum linear, momentum angular e energia. O quinto ¢ o principio da
irreversibilidade que, embora dado por uma desigualdade, pode, mediante artificio, ser
colocado na forma de uma igualdade, para enquadrar-se no procedimento geral. Apds, o
modelo devera ser especializado para cada um dos, assim chamados, cinco principios da
termomecanica.

Sejam @ e @ dois campos (ambos escalares ou ambos vetoriais) definidos em P; e em

s«(f) respectivamente. O balanco global, em sua forma geral, expressa-se por:

D D
2 dv+— (O ds =f Y.nds +f gdv. (2.6)
Dtdr Dtds; o B I

O primeiro membro dessa equagdo geral desdobra-se em duas parcelas, uma associada
ao volume e outra a superficie de avanco da fissura (desconhecida a priori). O segundo
membro da Eq. (2.6), que expressa a interacao da parte P; com o exterior, tem duas parcelas: a
primeira ¢ uma integral sobre a fronteira dessa parte, e a segunda ¢ outra integral, realizada no
volume. A notag¢do Y representa grandezas para as quais faz sentido a aplicagdo ao vetor n,
podendo vir a ser, ora um vetor, ora um tensor de segunda ordem, tal como o fluxo de calor, o
tensor tensdo de Cauchy etc. Finalmente, g expressa uma densidade volumétrica (de forcas de
corpo, de quantidade de calor trocada com o exterior etc.). Todas as grandezas sdo tomadas na
configuragdo atualizada P;. O vetor normal unitario externo, n, ¢ referido a pontos de JP;,
fronteira considerada regular o suficiente para que s6 exista um unico valor de n em cada
ponto de fronteira. O elemento infinitesimal, dv, refere-se ao volume de P;, € ds ao contorno
dP; oua superficie de avango da fissura s/(?).

A seguir, serd desenvolvido o artificio que permite dar a forma de igualdade a
desigualdade que representa o quinto principio (da irreversibilidade). O objetivo ¢ enquadrar a

Eq. (2.5) na forma geral representada pela Eq.(2.6).
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Tomando-se a Eq. (2.5) como referéncia, a ela se adiciona, em seu primeiro membro, a
integral a ser realizada numa possivel superficie de avango da fissura. Nela aparecem as
densidades p* e n*, andlogas daquelas que ocorrem na integral de volume, s6 que, agora, a
primeira ¢ a massa especifica, mas associada superficie, e a segunda, a densidade de entropia,
por unidade de massa associada a superficie. Entdo, a equa¢ao de balanco de entropia, na
parte considerada do sélido, supondo que nela haja uma fissura em crescimento, sera dada

por:

D

2 dv +

fp*n*ds—l[pﬁdv+gfﬂds20
Sf(f) t r P r

ou, de acordo com a derivagdo de integrais explicitadas através das Eqs. (7.107) e (7.117):

D r « D x q.n
—np-—|dv+ —nds+ [ —ds=0. 2.7
I e R AT @n

Define-se, em seguida, uma taxa & (=0) de produgao de entropia por unidade de massa,

associada a Py, tal que:

D r * D x q.n
= —p-—)dv+ —nds+ [——ds=0. 2.8
7[tp&dv 7£/0(th7 P [ o &fPT (2.8)

Sf(t)

Assim, chega-se ao principio da irreversibilidade, de modo a que tenha a forma de

igualdade, enquadrando-se, portanto, na Eq. (2.6), isto é:

D D k% g r _ ﬂ
E{pndv+5fpnds—£p(T+§)dv f Tds. (2.9)

0 ,

O proximo passo, no caso da mecédnica do continuo tradicional, ¢ a passagem das
equagoes de balanco global (na forma integral), para as respectivas equagdes de balango local
(na forma diferencial). Esse processo de passagem ¢ um importante recurso que atesta a
versatilidade da metodologia da mecénica do continuo, porquanto evidencia as leis de Newton
da mecanica e a primeira e segunda lei da termodindmica como os fundamentos basicos da

formulagao.
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A seguir, inspirado em Zhang e Karihaloo (1993), embora seguindo um caminho
distinto do utilizado naquele trabalho, sera realizado o desenvolvimento matematico que
conduz a passagem das equacdes de balanco global para as correspondentes equacdes de
balango local, a partir da forma geral dada pela Eq. (2.6), adequada aos casos em que vazios

podem crescer, irreversivelmente, dentro do meio continuo.

Formas gerais das equacdes de balanco local

Supondo-se ® (x,f) um campo continuo e limitado, em todo ponto xEP;, onde

x =x(X,t), sendo XEP,, entdo a integral de volume, no sentido de Riemann, sera:
n
D(x,t)dv = lim Y P(x(X,,1),t)Av,
7[{ Jim, ; . (2.10)

O segundo membro da Eq.(2.10) expressa que a integral pode ser obtida através da
particdo de P; em subdominios de medidas Av; (i = 1 ... n), sendo cada ponto x=x(X,?),
obrigatoriamente, um ponto interior do correspondente subdominio de P;. Para as condig¢des
em que P(x,7) foi acima definido, obtém-se, portanto, segundo Riemann, um e um sé valor
para o limite do segundo membro da Eq.(2.10), independentemente do modo de parti¢ao do
volume de P..

Por defini¢do, a derivada material no tempo da integral de volume do primeiro

membro da Eq.(2.6) é:

A( CIJ(x,t)dv)

Rf ®(x,t)dv = lim j;gt (2.11)
DtJE Ar—=0 At

que, de acordo com a Eq. (7.107) (ver capitulo 7 ), resulta em

D Do .

— [Ddv = [ [— + Pdivv]dv. (2.12)
DtIt b Dt

Na sequéncia, sera calculada a derivada material no tempo da segunda parcela do
primeiro membro da Eq. (2.6), através de um procedimento em tudo semelhante ao anterior

(ver capitulo 7), a partir da seguinte defini¢do:
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A(ﬁfmcl) (x,t)ds)

Do o (s = lim : (2.13)
que resulta em

D DO

= (D ds = [ + @ divvlds, (2.14)
DtJsy sy Dt

onde, por simplicidade, coloca-se s ,(¢) = s, nas integrais onde aparece, daqui em diante.

Levando as Egs.(2.12) e (2.14) a Eq.(2.6), tem-se:

%

dv+

DD . * _
L’; [Ft + ddivv +O dlvv}ds—j;ﬂ Y.nds +j;t gdv. (2.15)

S| Dt

Observagao: A grandeza genérica Y pode ser, ora um vetor, ora um tensor de segunda
ordem, e a notagdo usada permite os seguintes possiveis significados: a) Y.V equivale a
divY'; b) Quando Y for um vetor, Y.n significa o produto interno dos dois vetores e ¢) Quando
Y for um tensor de segunda ordem, Y.n equivale a aplicagdo de um tensor a um vetor. O
simbolo V indica gradiente espacial, entendido como um operador vetorial cujas componentes
sdo, respectivamente, as derivadas parciais nas dire¢des dos trés eixos do sistema cartesiano
ortogonal.

No caso de ndo haver crescimento da fissura, desde o instante inicial até o instante ¢, a
funcdo @ serd identicamente nula, e a Eq.(2.15) corresponderd a tradicional expressao do
balango global da mecanica do continuo. Admitida essa hipdtese, o exame do que ocorre
numa vizinhanca infinitesimal V(a), de um ponto qualquer a€P; , mediante a aplicacdo do
teorema de Gauss (da divergéncia) a primeira parcela do segundo membro da Eq.(2.15),
conduz a:

D®

f [—+<I)divv-Y.V—g dv =0. (2.16)
v | Dt

Desde que o ponto a! P ¢ genérico, tem-se entdo, a seguinte expressdo para o

balango local, em cada ponto nao atingido pelo avango da fissura:



60

E+<I)divv—. V-g=0, Va€EP. (2.17)
Dt

Caso haja crescimento da fissura, por hipotese contida na parte P;, entdo, para cada
ponto aEP; pode-se construir uma vizinhanga de raio tdo pequeno que a fissura passara por
fora dela. Nesse caso, a situagao configura-se idéntica a anterior.

Imagine-se, no entanto, um ponto a;EP; que , exatamente no instante ¢, passasse a
pertencer a superficie de avango da fissura. Entdo, os balangos relativos a esse ponto teriam de
ser feitos, dai em diante, ndo mais com base em vizinhancas infinitesimais contidas no IR3,

2 . ’ o« . . , .
mas no /R", isto €, qualquer vizinhanca de a;, para efeito de balanco, passara a estar contida

em s4¢). Tomando-se certa vizinhan¢a de um ponto genérico a! P, cujo raio permitisse uma
intercessdo, ! s, dela com s(#), entdo, a Eq.(2.15), particularizada para V(a), no instante ¢,

levaria a:

= Y.n . 2.18
+P leV}dS f - +fV(a)gdv (2.18)

f [E . (I)dwv]dv . [

Aplicando-se o Teorema da Divergéncia a primeira integral do segundo membro da

Eq. (2.18) e arrumando-se adequadamente, vem:

*

f 29+¢ﬂWVQKV—ngﬂf DD | o divy |ds = 0. (2.19)
v | Dt Ase | Dt

Porém, de acordo com a Eq. 2.17, cuja validade ¢ assegurada para cada ponto a! P,

tem-se que a primeira dessas integrais ¢ identicamente nula. Entao:

*
DO
Dt

Js,

+®ﬁwﬂ@=0

Na medida em que a extensdo de !s, pode ser regulada pelo raio do volume da
vizinhanca contida em P, que lhe deu origem, entdo, ela pode ser tornada tdo pequena quanto

se queira, para cada ponto de s, (¢). Dai, para um ponto um genérico de, tem-se:



61

*

D®

+ @ divv = 0. (2.20)
Dt

Essa equacdo, cuja analise sera desenvolvida adiante, sintetiza um dos principais
objetivos do presente trabalho, que ¢ demonstrar a possibilidade de utilizacdo da mecanica do

continuo na analise do fendmeno da fratura.

TEORIA TERMODINAMICAMENTE CONSISTENTE DA FRATURA

De posse dos resultados obtidos na se¢do anterior, € possivel organizar-se uma teoria
termodinamicamente consistente, desenvolvida com base no suporte conceitual da mecanica
do continuo. Como adiante sera constatado, o presente trabalho opta por nao esgotar, ainda,
toda a generalidade aberta pelos resultados obtidos neste capitulo. Isto porque algumas
grandezas surgidas no bojo do desenvolvimento tedrico, para que sejam suficientemente
caracterizadas, irdo demandar um trabalho de interpretagdo que estd fora do objetivo
pretendido neste momento. De toda forma, aqui sera ao menos esbocada uma analise do
significado desses resultados.

As novas grandezas surgidas, associadas a superficie de avango da fissura, sdo as
seguintes: a densidade o, com dimensdo de massa por unidade de superficie; 1 e &, entropia
e energia interna, ambas por unidade de massa, respectivamente, definidas em pontos da
superficie de avanco da fissura, sf(f). Vale destacar que o aparecimento de tais grandezas ja
ocorre no trabalho de Eftis e Liebowitz (1976). Para Zhang e Karihaloo (1993), o surgimento
delas fornece a base para uma nova interpretagdo do parametro energia superficial especifica,
Y, concebido por Griffith. Nesse ultimo trabalho, a nova grandeza, y, seria a densidade de
energia superficial termodindmica de fratura, dada por: y=p[y+Tn+(1/2).v.v], onde T ¢ a
temperatura absoluta e 3 ¢ a densidade superficial de energia livre (por unidade de massa),
compativel com a definicdo da energia livre de Helmholtz, que seria dada, em variaveis
definidas na superficie, por: yr = e-Tn.

No presente trabalho, que abre a possibilidade um exame mais detalhado das
expressoes matematicas aparecidas em Eftis e Liebowitz (1976) e Zhang e Karihaloo (1993),
surge uma nova interpretacdo, quica mais simplificada, do problema.

Sejam definidas em P; as grandezas p, massa especifica; €, n, , E, T ¢ A, a energia

interna, a entropia, a taxa de fornecimento de calor e a taxa de producao de entropia, todas por
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unidade de massa; a temperatura absoluta e a dissipagdo interna por unidade de volume,
respectivamente. Sejam também, x, v, f, n e ¢ os vetores de posicdo, velocidade, for¢a de
corpo por unidade de massa, vetor normal unitario externo e fluxo de calor; e T, D, os tensor
tensao de Cauchy e o tensor taxa de deformacao, respectivamente.

Com o auxilio dessas grandezas, a seguir serdo particularizadas as equagdes globais e
as equagdes locais de balanco, com apoio nos resultados do desenvolvimento geral obtido na
Secdo 2.3. Mediante a especializagao da Eq. (2.6) para cada um dos cinco principios do
balango termomecanico, os campos ® ¢ & serdo identificados adequadamente a cada um dos
casos das leis de conservagao: da massa, da quantidade de movimento linear, da quantidade
de movimento angular, da energia. Analogamente, o mesmo serd aplicado ao caso do
principio da irreversibilidade, reduzido a forma de igualdade, conforme mostra a Eq. (2.9).

A Eq.(2.6), portanto, ¢ a equagdo de balanco global, e a Eq.(2.17) a equagdo de
balango local, em cada ponto do volume de P;. Finalmente, através da Eq. (2.20), sera obtida a

equagao de balanco local, em cada ponto da superficie de avanco da fissura.

Equacoes de balanco

a) Para o caso do principio de conservacdo da massa, a identificacdo das grandezas, na

Eq. (2.6), sera a seguinte:
d=p, o= p, =0 e g=0. (2.21)

Equacdo global:

D D e
— [pdv+— ds=0. 2.22
b I ez

Equacdo local, valida para pontos do interior do s6lido fora da superficie de avanco da fissura

Usando-se a Eq.(2.17), com as grandezas particularizadas pelas Eqs.(2.21), tem-se:

b+ pdivy =0. (2.23)

Equacdo local, nos pontos situados nas faces das fissuras

Usando-se a Eq.(2.20), com as grandezas particularizadas pela Eq.(2.21), tem-se:



63

b+ p divw = 0. (2.24)
b) Para o principio de conservagao da quantidade de movimento linear, as grandezas sao:
d=pv, d=p, =T e g=pb. (2.25)

Equacdo global

De acordo com as Egs. (2.6) e (2.25), tem-se:

D D %
E{p"dv—i_ﬁ fp vds = fT.nds+7£pbdv. (2.26)

s, (1) b

Equacdo local, valida para pontos do interior do s6lido fora da superficie de avanco da fissura

Fazendo-se uso da Eq.(2.17), particularizada para o caso, ¢ usando-se as grandezas

definidas pelas Egs. (2.25), chega-se a:

DY) | vdive-. V= pf =0, 2.27)
Dt

ou

pv+pVv+ povdivy-T.V - pf =0, (2.28)

ou ainda:

pV+( b+ podivv)v-T.V - pf=0. (2.29)

Considerando-se a Eq. (2.23), que expressa o principio de conservagao da massa, a Eq.

(2.29) passa a:

TV+p(f-v)=0, (2.30)
que corresponde a equagao de equilibrio dinamico, num ponto do interior do sélido.

Equacdo local, nos pontos situados nas superficies de avanco das fissuras
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Levando-se em conta a Eq.(2.20), utilizados os valores das Egs.(2.25), tem-se:

D(p*v)

+ 0 vdivy = 0, 231
Dr P (2.31)

ou, apds a adequada rearrumacao:

P+ p divwv- p* v =0. (2.32)
Considerando-se o principio de conservagdao da massa nas superficies de fissuras,

expresso pela Eq.(2.24), chega-se, finalmente, a:

0 v =0. (2.33)

Esse ¢ um resultado importante, porque conduz a conclusdo de que a aceleragao ¢ uma
funcdo identicamente nula na superficie de avanco da fissura, o que significa que a velocidade
¢ constante, em qualquer ponto dessa superficie, durante o processo de fratura. Esse resultado
revela que a propagacdo de fissuras num sélido dé-se a velocidade constante, em cada ponto

da superficie de avanco da fissura.

c¢) No caso do principio de conservacao da quantidade de movimento angular, as variaveis

sao:
d=ppxv, DP=p pxv, =pxT e g=ppxt (2.34)

onde p = XX

Equacdo global

D D *
— [ppxvdv+— [p pxvds= [(pxT)nds +7[pprdv. (2.35)
e

Observagao: Para que a notagdo Y = pxT faga sentido, considera-se que a operagdo (pxT).n é

equivalente a px(T.n).
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Equacdo local, valida para pontos do interior do sélido fora da superficie de avanco da fissura

Usando-se a Eq.(2.17), com os valores particulares da Eq.(2.34), tem-se:

D(ppxV)

Dr +(opxv)divv— (pxT).V-p(pxf)=0, (2.36)

ou:

PPxV)+pExV+pxV)+ o (pxv)divy - (pxT).V - p(pxf) = 0. (2.37)

Reagrupando-se convenientemente, € levando em conta que px v = 0, tem-se:

(PxV)(b+ pdive) —(pxT).V-ppx(f-¥)=0. (2.38)

Levando-se em conta o principio de conservacao da massa, expresso pela Eq.(2.23), e
o principio de conservagao do momentum linear, expresso pela Eq.(2.30), obtém-se, entdo, a
expressdo representativa do principio de conservacdo da quantidade de movimento angular,

isto é:
(pxT).V=px(T.V). (2.39)

Para provar que tal expressdao responde pela simetria do tensor tensdo de Cauchy,
premultiplicam-se (produto interno), inicialmente, ambos os membros dessa igualdade por um

deslocamento infinitesimal rigido arbitrario, w, integrando-se apos, o que da:

[W-[@xT)-Vidv = [w[px(T-V)idv. (2.40)

R

Mediante a aplica¢do do teorema de Gauss (da divergéncia), o primeiro membro dessa

equagao fica:

[W-IpxT).Vidv= [w.[(pxT).nids. (2.41)
Pt BPt

Usando a propriedade do produto misto, tem-se:
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fw J(pxT).n]ds = fw [(pxTn)]ds = f(Tn).(w x p)ds. (2.42)

Aplicando-se a ultima expressao a definicdo de tensor transposto, e reutilizando o

Teorema da Divergéncia para fazer a integral voltar ao volume, tem-se:
[(T-m).(wxp)ds = [IT"(wxp).njds = f[TT (wxp)]- Vdv. (2.43)
e Ik 7

que ¢ a nova forma do primeiro membro da Eq. (2.40). Isso faz com que essa equagao fique:

f[TT (Wxp)]-Vdv = [w.[px(T-V)kdv. (2.44)

Porém, de acordo com a sexta propriedade das Egs.(7. 89), tem-se:
[T"(Wxp)]- V=T :V(wxp)+(wxp).(T-V).

De acordo com a propriedade de circularidade do produto misto, verifica-se que a
segunda parcela do segundo membro dessa Ultima expressdo ewquivale ao integrando do

segundo membro da Eq. (2.44). Dai, a substituicdo desse resultado na Eq. (2.44) da:
[T :V(wxp)dv =0. (2.45)
I3
O deslocamento infinitesimal rigido, w, possui a propriedade segundo a qual existe um
unico tensor que antissimétrico, W, associado a esse vetor, tal que
wxp=Wp,

qualquer que seja p. Isto significa que, de acordo com a defini¢do de tensor transposto e,

levando-se em conta a definicao de tensor antissimétrico, tem-se:
V(wxp) = V(Wp) = W' (Vp) = ~-W(Vp)

Dai, levando a Eq.(2.45), tem-se:
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[T : W(Vp)dv = 0.

Considerando-se que Vp ¢ o tensor identidade, entdo, finalmente:

[T:Wdv=0. (2.46)
h

Desde que o deslocamento infinitesimal rigido, w, ¢é arbitrario, ¢ em razao da
propriedade segundo a qual, ao ser nulo o produto interno de um dado tensor por um tensor
antissimétrico, o primeiro ¢, obrigatoriamente, um tensor simétrico (ver Eq. (7.52), entdo,

devido a Eq.(2.46), o tensor tensdo T deve ser simétrico, isto é:
T=T". (2.47)

Equacdo local, nos pontos situados nas faces das fissuras

Levando-se em conta a forma geral, definida pela Eq.(2.20), com as variaveis dadas

pelas Egs.(2.34), tem-se:

D(p pxV)

+(p pxv)divw = 0. 248
Dr (o pxv)div (2.48)

Desenvolvendo-se o primeiro membro, de maneira analoga ao que foi realizado com a

Eq. (2.36), obtém-se:
Pxv) O +p divw+p pxv=0. (2.49)

Levando-se em conta a Eq.(2.24), que corresponde a conservagdo de massa, na

superficie de avango da fissura, tem-se:
o pxv=0
ou seja:

px(0 V) =0, (2.50)
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resultado que nada acrescenta a compreensao do fendémeno, porquanto a Eq. (2.33) garante

que a Eq. (2.50) seja sempre verdadeira, qualquer que seja o vetor p.
d) No caso do principio de conservagao da energia, as variaveis a serem consideradas sao:

1 1

d=pet5 pv.v, O=pe+Fpvv, ! =vT-q e g=pv.for, (2.51)

que substituidas na Eq. (2.15) levam a:

Equacdo global

= f(V'T -q).nds +f(pv.f + pr)dv. (2.52)
B

o

Equacdo local, valida para pontos do interior do sélido fora da superficie de avanco da fissura

De acordo com as Eqgs. (2.17) e (2.51):
D 1 1 .
E(pg + Epvv) + (,05 + Epv.v)dlvv -(v.T-q).V-p(vf+1)=0. (2.53)

Desenvolvendo-se as derivagdes e agrupando os termos adequadamente, obtém-se:

péf+(8+%V-V)(/b+pdivv)-(V-T-q)-V—,av(f—{/)—pr=O. (2.54)

Levando-se em conta as Egs. (2.23) e (2.30), de conservagdo da massa e de

conservagao da quantidade de movimento linear, respectivamente, a equagao anterior fica:
¢ —(v.T).V+q.V +v.(T.V)- pr=0. (2.55)
Porém, de acordo com a sexta propriedade das Egs. (7.89):

(v.T).V =T : (v.V) + v.(T.V), (2.56)
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que substituida na equacao anterior leva a:
¢ -T:(v.V)+q.V-pr=0. (2.57)

Em razao da simetria de T, somente a parte simétrica do tensor v.V, que € o tensor
taxa de deformacdo D, interfere nos calculos. Obtém-se assim, finalmente, a forma local do
principio de conservacdo da energia, nos pontos do interior do s6lido que estdo fora da

superficie de avango da fissura, isto é:
p¢-T:D+q.V-pr=0, (2.58)
resultado que expressa o balango de energia, ao nivel local.

Equacdo local, nos pontos situados nas faces das fissuras

De acordo com a Eq.(2.20), e com a particularizagdo das varidveis, feita através da

Eq.(2.51), tem-se:

* 1 %
D(p ¢ +5'0 V.V)

+(p e +=p v.v)divy =0, 2.59
Dr (0 P ) (2.59)

cujo desenvolvimento leva a:
0 &*+p {I-V+(5*+5V-v)(,b + 0 divw) =0. (2.60)

A consideracdo do principio de conservagdo da massa, dada pela Eq. (2.24), conduz a

anulacdo da ultima parcela do segundo membro da Eq. (2.60), ficando:

0 5 +p V. v =0. 2.61)

Portanto, de acordo com a Eq. (2.33), a segunda parcela do segundo membro da Eq.

(2.61) é nula, o que da:

0 ¢ =0. (2.62)
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Isto significa que a densidade de energia interna, &, mantém-se constante, na
passagem do estado integro para o estado fissurado, na superficie de avango da fissura.

Convém que se interprete esse resultado a luz da nogao de energia livre de Helmholtz,

E
através do qual a densidade de energia interna desdobra-se em duas parcelas: a primeira, ¥

densidade de energia livre, que representa a parcela maxima da energia interna que pode ser

%k
transformada em trabalho no processo, e a segunda, 777 , que estd associada ao calor

envolvido, isto &,

e =y +Tn". (2.63)

Levando-se a Eq. (2.63) na Eq. (2.62), tem-se, finalmente:
D . D *
—yY =——Tn). 2.64
th Dt( ) (2.64)

Esse ¢ um importante resultado, o qual demonstra que, no processo de fissuracao, a
taxa de variacdo da grandeza que representa a maxima quantidade passivel de produzir
trabalho, no instante em que a fissura avanca, ¢ equivalente ao valor negativo da taxa de
variagdo do calor envolvido. Isto significa que, enquanto estiver sendo produzido calor nas
superficie de avanco da fissura, entdo a tendéncia é que decaia a quantidade de trabalho
disponivel para a continuacdo do processo de fissuracao. Pelo que indica a Eq. (2.64), a
possibilidade de tal processo vir a se estabilizar, fica na dependéncia da taxa de variagao da
quantidade de calor (a produzida mais a fornecida ao sistema).

Trata-se, portanto, de uma informagdo que as abordagens de Griffith, Irwin e Rice
nunca poderiam prever, isto €, de como a dindmica do processo de fissuragao esta associada a

taxa de calor envolvida no processo.

e) No caso do principio da irreversibilidade, tomado como uma igualdade, segundo o

raciocinio que levou a Eq. (2.9), as varidveis a serem consideradas na Eq. (2.6) sdo:
o=py,  d=py, '=-q/T ¢ g =p(§ + 5). (2.65)

Equacdo global
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D£ffpndv+D2 [ o n*ds =fp(%+§)dv—f%ds. (2.66)
Iy ) i

tsf(t oF;

Equacdo local, valida para pontos do interior do sélido fora da superficie de avanco da fissura

De acordo com a Eq.(2.17), e levando-se em conta a definicdo de varidveis dada

através da Eq.(2.65), vem:

%ptm+pndivv+(%).V—p(%+§)=O. (2.67)

Desenvolvendo-se a derivagdao material no tempo e agrupando-se adequadamente,

tem-se:
. r
n(/b+pd1W)+pﬁ+(%)-V—p;—p§=0. (2.68)
Levando-se em conta o Principio de Conservacao da Massa, Eq. (2.23), ¢ a identidade

q . (q 1 1
2|V =div|] 2 |==q.V-—q-. gradT, 2.69
(T) (T) 74 Tzq ar (2.69)

entdo a Eq.(2.68) torna-se:
PET = pnT +q.V + %q .gradT - pr. (2.70)

Levando-se em conta, agora, a expressdao local da Primeira Lei da Termodinimica,

representada pela Eq.(2.58), entdo, tem-se:
qQ.V=T:D-pé+pr, (2.71)

cuja substituicdo na Eq.(2.70) conduz, finalmente, a equacdo que exprime localmente o

principio da irreversibilidade:
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PET = A - %q .gradT = 0, (2.72)
onde
A=pnT +T:D- pé, (2.73)

que corresponde a taxa de dissipag¢do de energia por unidade de volume. A Eq. (2.72) revela

que a taxa de produgdo de entropia em P;, quando dentro dela uma fissura esta avangando, ¢

dada por:
E= % - ,0;2 q-grad7 = 0. (2.74)

Equacdo local nos pontos situados nas faces das fissuras

Levando-se em conta a Eq.(2.20) e considerando-se as variaveis definidas na

Eq.(2.65), tem-se:

D(p'n")

+ 0 n'divw = 0. 2.75
Dr on (2.75)

Realizando-se a derivagao material no tempo e reunindo os termos adequadamente,

vem:

OB+ " + pidive]=0. (2.76)

Levando-se em conta o principio de conservacao da massa, dado pela Eq. (2.24),
chega-se, finalmente, a equagdo que exprime o principio da irreversibilidade, nos pontos das

faces das fissuras, isto é:

*

o' =0. (2.77)

Partindo-se da definicao de energia livre de Helmholtz, dada através da Eq. (2.63),

chega-se 4 sua derivada material no tempo, isto ¢é:
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* D *
&=t +—(Tn). 2.78
v o+, I (2.78)
No entanto, devido a Eq. (2.64), a Eq. (2.78) torna-se:

¢ =0, (2.79)

o que significa que a fun¢do energia livre de Helmholtz ndo se altera com o tempo, nas
superficies de avango das fissuras, durante a evolugao do processo. Isto quer dizer que, caso o
processo de fissuracdo se deflagre, entdo a parcela da energia de deformagdo (trabalho, no
sentido termodindmico) empregada no processo de avango de uma fissura ¢ toda transformada
em calor.

Coerente com isso, se o resultado representado pela Eq. (2.77) for levado a segunda

integral do segundo membro da igualdade, na Eq. (2.8), entdo:
[p&dv= (o0~ LAY fﬂds = 0. (2.80)
P 1 r oy T

Isso significa que o fenomeno de fissuragdo ndo afeta a taxa de producao de entropia
no soélido. De fato, se o avango do processo de fissuragao ¢ totalmente realizado as expensas
do trabalho de deformacgdo que nela se desenvolve, entdo a taxa de produgao de entropia no
solido ndo deve ser influenciada por esse processo. O que ainda resta saber ¢ como a energia
de deformacdo relacionada a volume, no sélido, interage com a energia de deformacgdo
desenvolvida nas superficies de avanco das fissuras, de modo a permitir a deflagracdo do
processo de fissuracdo, sua continuidade, ou sua interrupcao. Isto sugere a existéncia de um
principio de extremo cuja elaboracdo mereceu o exame de Bolotin (1994), que formulou um
modelo de principio de trabalhos virtuais com restrigdes unilaterais, no qual estdo envolvidas
duas classes de coordenadas generalizadas: as coordenadas comuns, de Lagrange, e as
coordenadas por ele denominadas coordenadas de Griffith, caracteristicas da forma e das
dimensodes de fissuras ou outros defeitos.

O conjunto dos resultados acima, decorrente da passagem das equagdes de balanco

global para as de balanco local, ¢ Util a uma reinterpretagao do pardmetro / *, denominado

densidade de energia superficial termodindmica de fratura, e definido por Eftis e Liebowitz

(1976) como:
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y =p @ Ty, (2.81)

cuja derivada material no tempo da:

—y = T —(T . 2.82
e ,0(1/}+77)+,0[¢+Dt(77)] (2.82)
A substitui¢ao das Egs. (2.64) e (2.81) na Eq.(2.82) leva a:

Z ey = - 2.83
o TV =P - (2.83)
ou seja:

% K]

L=l (2.84)
ryo P

cuja solucao geral ¢
y =Cp, (2.85)

onde C ¢ uma grandeza constante, no tempo, com dimensao de energia por unidade de massa,
que sugere dependéncia do fendmeno em relacdo ao material do s6lido no qual se desenvolve.

Verifica-se, através da Eq. (2.85), que a densidade de energia superficial
termodinamica de fratura, )/*, esta relacionada somente com a massa especifica superficial.
Vale observar que esse resultado difere substancialmente daquele obtido por Zhang e
Karihaloo (1993) que chegou-se a conclusao que tal grandeza nado ¢ constituida de trés

parcelas, a saber, p,yre -, com

y=p[y+Tn+(1/2).v.v],

mas de uma somente, a atestar, pelo que mostra a Eq. (2.85), cuja simplicidade ¢ aparente,
na medida exige a interpretacdo do que seja a densidade superficial de massa.
Comprovada a possibilidade de aplicacdo da mecanica do continuo a mecanica da

fratura, a se¢do seguinte sera dedicada a formulacdo de uma metodologia envolvendo
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experimentacdes, numérica e¢ de laboratorio, na pesquisa de um critério de fratura

termodinamicamente consistente, limitado, porém, ao caso isotérmico.
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3 CRITERIO TERMODINAMICAMENTE CONSISTENTE DE FRATURA

Dois trabalhos (GRIFFITH, 1921, 1924) sao considerados os pioneiros da mecanica da
fratura. O estudo da previsdo do inicio da fratura nos solidos, desenvolvido nesses dois artigos
comeg¢a com a formulagdo de um critério capaz de determinar se haverd, ou nao, o
crescimento de um vazio (eliptico) preexistente em uma chapa infinita submetida a um
esfor¢o uniaxial de tracao.

Na fundamentagdo de seu critério, no primeiro dos citados trabalhos, afirma Griffith

(1921, p. 165, grifo nosso):

De acordo com o bem conhecido teorema da energia minima, o estado de
equilibrio de um so6lido elastico deformado por forcas de superficie € tal que,
para ser atingido, a energia potencial de todo o sistema deve ser um
minimum. O novo critério de ruptura é obtido mediante a adigdo a esse
teorema da consideragdo segundo a qual a posi¢do de equilibrio, caso exista,
deve ser aquela em que a ruptura do so6lido ocorrera quando o sistema passar
da situag@o de integridade para a de ruptura, através de um processo em que
ocorra um decréscimo da energia potencial... Para aplicar-se, entretanto,
esse teorema estendido ao problema da determinagdo de cargas de ruptura
em soélidos reais ¢ necessario levar-se em conta o acréscimo na energia
potencial que ocorre quando da formagdo de novas superficies no interior
dos solidos. E sabido que, para a formacgdo de uma fissura num sélido
composto por moléculas que se atraem, deve ser realizado um trabalho
contra as forcas coesivas das moléculas, em cada lado da fissura. Esse
trabalho aparece como uma energia potencial de superficie e, se a largura da
fissura ¢ maior que a muito pequena distancia, denominada raio de ag¢do
molecular, entdo a energia por unidade de area é uma constante do material,
isto &, sua tensdo superficial.’ (traducio livre)

Vé-se, na citagdo acima, que a proposta de Griffith ¢ de que o trabalho associado ao

crescimento da fissura seja quantificado com auxilio do parametro por ele denominado

> No original: “According to the well-known theorem of minimum energy, the equilibrium state of an elastic
solid body, deformed by specified surface forces, is such that the potential energy of the whole system is a
minimum. The new criterion of rupture is obtained by adding to this theorem the statement that the equilibrium
position, if equilibrium is possible, must be one in which rupture of the solid has occurred, if the system can pass
from the unbroken to the broken condition by a process involving a continuous decrease in potential energy...In
order, however, to apply this extended theorem to the problem of finding the breaking loads of real solids, it is
necessary to take account of the increase in potential energy which occurs in the formation of new surfaces in the
interior of such solids. It is known that, in the formation of a crack in a body composed of molecules which
attract one another, work must be done against the coesive forces of the molecules on either side of the crack.
...This work appears as potential surface energy, and if the width of the crack is greater than the very small
distance called the ‘radius of molecular action’, the energy per unit area is a constant of the material, namely, its
surface tension.”
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energia superficial especifica (que daria conta de uma espécie de tensdo superficial, segundo
achava), uma constante fisica associada ao material. De acordo com esse raciocinio, certa
quantidade de trabalho ¢ realizada no processo de abertura da fissura, cujo valor ¢
proporcional ao acréscimo de area das faces da fissura ocorrido durante o processo. Ressalte-
se que o critério ¢ formulado dentro do pressuposto de que o material tem comportamento
elastico linear, ja que o ponto de partida de Griffith € o trabalho de Inglis (1913), no qual ¢
examinado o problema da concentracdo de tensdes na vizinhanca de orificios contidos em
uma pega plana infinita.

Neste capitulo sao examinados os pressupostos admitidos por Griffith (1921) para a
formulacao de seu critério, a partir, basicamente, do conteido da citagdo ha pouco
apresentada. Na sequéncia, seu critério ¢ examinado com o auxilio da interpretacao
termodinamica, cuja base conceitual encontra-se nos dois capitulos anteriores. Aqui, o
objetivo € a obtencdo de um critério termodinamicamente consistente de fratura, usando-se o
de Griffith, em certo sentido, como modelo.

Embora a interpretacdo termodinamica da fratura, que aqui se propde, negue, por
imprecisa, a ideia de Griffith (1921) de estender o principio da minima energia potencial total
ao problema da fratura, aproveita-se a sua sugestdo de fundamentar o estudo do fenomeno no
exame do balango de energia realizado entre dois estados: um anterior e outro posterior ao
avango da fissura. Além disso, considera-se importante a contribui¢cao de sua formulagao para
o desenvolvimento da presente teoria termodinamicamente consistente da fratura, baseada

consideragdo de parcelas de energia associada as superficies de avango da fissura.

A FORMA ORIGINAL DE OBTENCAO DO CRITERIO DE GRIFFITH

Aproveitando os resultados do trabalho de Inglis (1913), Griffith (1921) considera o
caso de uma chapa plana contendo um furo eliptico achatado, de eixo maior 2a, livre de
forcas no seu contorno. A placa acha-se submetida a uma tracdo oy, no infinito,
uniformemente distribuida nas bordas paralelas ao eixo maior da elipse. A partir das
expressoes das tensdes € calculada a variagdo (redugdo) da energia de deformagao entre o
caso da chapa infinita sem furo ¢ o da mesma chapa, porém com furo. Para o mesmo
carregamento, o valor da variagdo, U, da energia de deformagdo, do segundo para primeiro

caso ¢é calculada como:
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U=_ap—|9 (3'1)

onde / 4 ¢ a tensdo de tragcdo aplicada nas bordas da placa, e £’ ¢ equivalente ao mddulo de
elasticidade E, do material, quando no estado plano de tensdo. No estado plano de
deformacio, por sua vez, E’= E/(1-V/), onde v é o coeficiente de Poisson. A Eq. (3.1) quer
significar que, para a mesma tensdo de tracdo aplicada no infinito, a chapa com furo armazena
menos energia de deformacdo do que a chapa integra.

Griffith (1924) sup6s que, no decorrer do processo de deformagdo, as dimensdes
lineares do vazio eliptico achatado variavam de acordo com um Unico parametro, a saber, o
comprimento do semieixo maior da elipse, de valor a. Assim sendo, para o caso de uma chapa
de espessura unitaria, a superficie interna do vazio ¢ aproximadamente igual a 4a,
representando a soma das areas das faces superior e inferior da fissura preexistente, simulada
como uma elipse.

Introduzindo o pardmetro y, denominado energia superficial especifica, e admitindo a
variagdo da drea da superficie interna da fissura, Griffith (1924) calcula a variacdo da energia,
mediante a suposi¢ao de que ¢ diretamente proporcional a area acrescida da fissura.
Admitindo que a expansdo do vazio eliptico, caso ocorra, seja realizada as expensas da
energia de deformacdo, ele faz o balango de energia entre o estado anterior e o estado
posterior ao crescimento infinitesimal do eixo maior da elipse, a fim de chegar a seu critério,
tal como ¢ mostrado a seguir. Observe-se que Griffith (1924) cunha a expressdo energia
potencial total para a soma da energia de deformagdo, U, com a energia superficial associada
ao vazio eliptico que simula uma fissura na chapa. Assim, considerando a Eq. (3.1) e
admitindo que seja nula a variagdo da energia potencial total, no limite entre o estado

fissurado e o ndo fissurado, ele chega ao critério que hoje leva o seu nome, isto é:

2
-2a0, 7

di(U + 4}/a’a) =0 = - +4yda = 0. (3.2)

a
Dai:

| 2E

o .
ap za

(3.3)
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O valor absoluto de dU /da , no desenvolvimento acima, corresponde a uma grandeza
que, mais tarde, seria denominada strain-energy release rate, por Irwin (1957). Tal grandeza
foi fisicamente interpretada, pelo proprio Irwin (1957), como uma espécie de for¢a local
capaz de provocar o crescimento da fissura, a partir de sua extremidade.

A Eq. (3.3) revela que a tensdo aplicada, 0, comporta-se como se o seu valor
assegurasse uma espécie de estado de equilibrio a fissura, isto €, a fissura ficaria estavel ao ter
o exato comprimento do eixo maior da elipse, 2a, quando a tensdo o, fosse dada pela
Eq. (3.3). Isso revela que se o valor de a fosse menor, entdo deveria ser maior a tensao de
tragdo aplicada, em equilibrio com esse tamanho de fissura. Em funcao desse resultado,
Griffith (1924) concluiu que, se fosse possivel, mediante interven¢ao no processo de producao
do material, diminuir o tamanho médio dos vazios no interior do solido dele constituido,
tamanho esse parametrizado por um comprimento a, entdo a tensdo limite aplicada, Op,
poderia ser artificialmente aumentada, o que significa que a capacidade resistente do material
seria tanto maior quanto menor fosse a.

Foi devido ao sucesso tecnoldgico representado pela sintese de um material de alta
resisténcia (a fibra de vidro), produzido com base nesse raciocinio, que se deu a grande
difusdo do critério de Griffith. Ao diminuir as dimensdes dos vazios interiores no vidro, entdo
poderia aumentar bastante o valor de 0,, sem que a fissura crescesse. Chegou a esse objetivo
através da producao de finissimas fibras de vidro, que seriam depois aglomeradas em uma
matriz de resina, para formar painéis de facil moldabilidade e grande resisténcia. Em sintese,
como consequéncia da formula¢ao do critério que leva seu nome, Griffith chamou atencao
para o fato relevante de que a resisténcia mecanica esta relacionada com as dimensdes dos
espagos vazios presentes no interior dos materiais. A partir dai, passou-se ao entendimento de
que, para bem caracterizar os materiais, do ponto de vista do comportamento mecanico, nao
bastaria o conhecimento de tensOes limites de resisténcia do material, mas também a
determinagdo experimental de uma grandeza capaz de dar conta de sua tenacidade, isto ¢, a
capacidade do material de se opor a fratura que, segundo Griffith (1924), estaria associada as

dimensodes dos vazios internos.
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VERSAO TERMODINAMICA DO CRITERIO DE GRIFFITH

Embora ndo tenha justificado seu critério, formalmente, a partir das leis da
termodinamica, nao ha davida que Griffith (1924), para formula-lo, realizou um balanco de
energia entre dois estados infinitesimalmente proximos, um anterior € outro posterior ao
crescimento da fissura, tal como fica claro na citacdo original de um dos seus trabalhos,
apresentada no inicio deste capitulo.

Numa reconstituicdo da esséncia do raciocinio de Griffith, admitindo-se o processo de
fratura como quase estatico, a expressao local que corresponde ao balango termodindmico

(primeira lei da termodindmica), segundo Dym e Shames (1973), é:
de =d'q+d'w, (3.4)

onde ¢ ¢ a energia interna (funcao de estado) por unidade de volume, ¢ ¢ a quantidade de calor
trocada com o exterior (positiva quando o solido recebe calor), por unidade de volume, e w ¢
o trabalho por unidade de volume realizado sobre o sistema (positivo quando agdes externas
realizam trabalho sobre o corpo). A semelhanca do que foi apresentado no capitulo 1, as
parcelas d’g e d’w sdo diferenciais inexatas, porque nem calor nem trabalho sdo fungdes de
estado, mas func¢des do caminho seguido pelo processo de deformagao ou de aquecimento, em
cada ponto. No entanto, constata-se que a soma das duas grandezas, tal como indica a
Eq.(3.4), ¢ uma diferencial exata. Convém observar que a forma diferencial, tal como
expressa na Eq. (3.4), diz respeito ao tempo (um instante antes, € outro, um infinitésimo
adiante, exatamente quando a fissura avanga).

Admitindo-se a existéncia de um vazio inicial no so6lido, a partir do qual a fissura
podera evoluir, imagina-se que somente com a quebra subsequente das ligacdes materiais €
que isso poderd ocorrer. Como consequéncia, alguma por¢cdo de calor deverd estar
necessariamente associada a area da superficie irreversivelmente adicionada ao orificio
inicial, quando do avanco da fissura.® Conforme demonstra a citacio de Griffith apresentada
no inicio deste capitulo, sua ideia original ndo considera a possibilidade da presenca de calor
na formacdo da fissura, embora admita que se manifeste, nas superficies internas

correspondentes ao avango da fissura, uma parcela de energia superficial que teria o carater de

E evidente que o orificio simulador da fissura, ao aumentar, elasticamente, sua superficie interna, no inicio do
processo de deformag@o, realiza uma operagao reversivel.
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energia potencial. Isto significa que, para Griffith (1921), a fissuracdo poderia ser modelada
como se fosse um fendmeno reversivel.

A consideragao da irreversibilidade do processo de fissuragdo ¢ a novidade da presente
analise que, auxiliada pela termodindmica, admite a existéncia de duas densidades de energia
associadas a superficie de avanco da fissura: uma, y, com carater de trabalho de deformacao,
reversivel, e outra, yss, na forma de calor gerado durante o processo. Introduz-se, portanto,
com esta Ultima, uma grandeza nova, ndo cogitada por Griffith (1921), associada ao processo
irreversivel desenvolvido na superficie de avango da fissura, no qual sempre deve haver calor
associado, que se dissipa.

Convém observar que poderia ocorrer alguma parcela extra de calor, dissipado
localmente no entorno da extremidade da fissura, ndo necessariamente relacionada a evolucao
de uma superficie interna do solido. E o caso, por exemplo, de fendmenos associados a
volume, tais como plasticidade e dano. Por esse motivo, serd adotado, daqui para frente, o uso
de um asterisco como super-indice, para destacar as parcelas do calor, ¢, e do trabalho de
deformacao, w, associadas a volume, na Eq. (3.4), separando-as daquelas exclusivamente
relacionadas com as superficies de avango da fissura.

Assim, se agdes externas solicitam o solido, a contrapartida interna ¢ um acréscimo na
parcela w™ - o trabalho (energia de deformagdo) associado ao volume do solido -, no qual o
sinal positivo deve-se ao fato de que corresponde a trabalho realizado sobre o sistema. Caso o
furo eliptico achatado preexistente, simulador da fissura, de semi-eixo maior a, vier a avangar,
entdo sua area sofrera um acréscimo aproximadamente igual a 4da, e o trabalho elastico sobre
o sistema sofrera um acréscimo de 4yda, que corresponde a contribuicao relacionada com o
crescimento reversivel da superficie da fissura.

Admitindo-se, diferentemente de Griffith (1924), que o processo de fissuragdao tenha
uma componente irreversivel, quantificavel através da densidade superficial de dissipagao de
energia, Yuiss, €ntdo o calor produzido quando do crescimento da fissura deverd ser igual a

4y ... da,. Esta quantidade de energia ¢ fornecida ao sistema, ja que decorre das agdes externas

ao solido. Admite-se, porém, que, ao ser atingido o equilibrio térmico, esse calor seja
totalmente cedido ao reservatorio térmico, isto €, o0 meio ambiente. Portanto, na hipodtese de
que tenha havido o avanco de alguma fissura no interior do s6lido entdo, o balanco de energia,
antes e depois de iniciada a fissuracao, apos o equilibrio térmico, leva a que a variagdo da

energia interna seja dada por:
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de=(4y,, da, +d'q)+dw +4yda, (3.5

onde a parcela entre parénteses corresponde a troca de calor com o ambiente, sendo a primeira
parcela o calor desenvolvido na fissura, durante o avanco. As duas restantes parcelas do
segundo membro representam, respectivamente, o trabalho de deformacdo associado a
volume e a parte reversivel do trabalho de deformacao realizado na fissura.

A perspectiva da construcao de uma teoria que leve em conta a irreversibilidade do
processo de fissuracdo exige a considera¢do da entropia S, do soélido, através da qual ¢
estabelecida a relacao entre a variacao da quantidade de calor trocada com o exterior (entre o
estado anterior e o posterior do so6lido) e a temperatura absoluta de equilibrio 7, que ¢ a
temperatura do ambiente. Caso nao houvesse a formagdo de fissura no interior do solido,
entdo d’g” seria igual a TdS. No entanto, admitindo-se que haja o crescimento de uma fissura
no interior do solido, como consta da Eq. (3.5), soma-se d’q a parcela correspondente a
dissipacdo de energia associada ao avango da fissura, j4 que esta tltima ¢ calor cedido ao
solido pelas acgdes externas. Portanto, a relagdo da entropia do solido com o balango

calorifico, na hipdtese de que o processo de fissuracao haja se iniciado, sera dada por:
dq” +4y,.da, = TdS. (3.6)

De modo semelhante ao que foi feito no capitulo 1, introduz-se a grandeza

Yy=e-1S energia livre de Helmholtz, onde 1y ¢ uma fungdo de estado que, quando o

processo ¢ irreversivel, corresponde a maxima quantidade de energia disponivel no sélido
para a realizagdo de trabalho (LEWIS; RANDALL, 1961). Diferenciando-se essa grandeza,

resulta:

dy=de-Tds - sdT. (3.7)
Substituindo-se as Eqgs.(3.5) e (3.6) na Eq.(3.7), resulta:

dy =dw’ +4yda - sdT. (3.8)

Admitindo-se que o processo seja isotérmico, ja que ocorre no meio ambiente, entdo

dT = 0. A consideragao desse fato conduz a:

dy =dw’ +4yuda. (3.9)
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A Eq.(3.9) evidencia a parcela da energia interna passivel de ser transformada em
trabalho, confirmando que equivale a energia livre de Helmholtz. Isso ocorre exatamente
sobre a parcela elastica da energia de deformagdo, entre os dois estados, antes e depois do
crescimento do furo eliptico. Baseada na intui¢dao de Griffith (1924), a Eq. (3.2) coincide com
a Eq. (3.9), agora obtida com o rigor da interpretacdo termodinamicamente consistente da
fratura. O que ha de novo ¢ a prova de que, independentemente da relagdo constitutiva do
material, a variagdo ocorre somente sobre a parcela elastica da energia de deformagao,
representada, de agora em diante, por dE4. A Eq. (3.1) mostra que essa variacdo ¢ negativa,
apods o crescimento de uma fissura na chapa.

O importante resultado expresso pela Eq. (3.9) deriva da interpretacao do fendomeno da
fratura, a luz da primeira e da segunda lei da termodinamica, articulado com o conceito de
energia livre de Helmholtz, segundo o qual, para ocorrer a iniciacdo espontinea de um
fendmeno na natureza, fato que caracteriza a irreversibilidade, € necessario um decréscimo na
energia livre 3, decréscimo esse que serd o menor possivel (LEWIS; RANDALL, 1961).

Em virtude do que revela a Eq. (3.9), e fazendo-se um paralelo com a energy release
rate, G, que ¢ a derivada da energia potencial total em relacdo ao parametro de fratura, define-
se agora a derivada, G,, da energia de deformagdo em relagdo ao parametro geométrico de

fratura:

G, =dE,/da, (3.10)

que € uma como uma grandeza capaz de medir a sensibilidade da energia de deformacao do
solido em relacdo ao pardmetro geométrico de fissuracao a.

A introducao do critério termodindmico representado pela Eq. (3.10) ¢ a parte
essencial da contribuigdo trazida pelo presente trabalho que, no entanto, ndo teria sido
concebido sem a notavel intuicdo de Griffith (1924). A introdugdo do parametro
termodinadmico, G, no estudo da fratura traz, naturalmente, um questionamento sobre algumas
concepgoes tidas como bem consolidadas na mecanica da fratura, a exemplo dos fatores de
intensidade de tensdes e da integral J. Por defini¢do, essas grandezas estdo relacionadas com
G que, por sua vez, estd associado a extensdo do principio da minima energia potencial total,
a maneira de Griffith, para a mecanica da fratura. A utilizagdo de tal principio, como revela a
citagdo do inicio deste capitulo, foi feita impropriamente por ele, por ndo incluir na anélise a
parcela de energia dissipada que ocorre, necessariamente, quando um fendomeno irreversivel,

tal como a fratura, tem lugar na natureza.
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Sem que se queira invalidar a extensa e significativa gama de trabalhos realizados com
o auxilio das teorias classicas da fratura, a interpretacao termodinamica revela que os fatores
de intensidade de tensdes, por exemplo, a despeito de serem parametros de larga utilizagao
tecnoldgica, perdem a razdo de ser. Isso porque a utiliza¢do dos trés modos simples de fratura
baseados na elasticidade linear ndo se enquadra na concepcdo segundo a qual a parte
irreversivel do crescimento da fissura esta associada a dissipacdo de calor ocorrida no
processo.

Naturalmente, para a constru¢do de uma mecanica da fratura fundada no modelo
termodinamicamente consistente, precisam ser superados alguns obstaculos, ao nivel dos
modelos matematicos. Nesse sentido, muito do esfor¢o anteriormente desenvolvido,
principalmente por Griffith (1924), Irwin (1957) e Rice (1968), podera ser aproveitado. As
possibilidades metodoldgicas ensejadas pela ideia da integral J, por exemplo, serdo
examinadas no capitulo 4. L4, com o auxilio da analise de sensibilidade a mudanca de forma,
serd calculada a derivada material da energia de deformacdo em relacdo ao parametro
geométrico de fratura, explorando-se a utiliza¢do do novo parametro G..

Na sequéncia, sera buscada a generalizacdo do critério termodinamico aqui obtido,
esquematizado através da Eq. (3.11), com o auxilio de resultados dos capitulos 1 e 2,
destacando-se a utilizacdo da ideia de densidade de energia superficial termodinamica de

fratura.

A DINAMICA DA PROPAGACAO DE UMA FISSURA
E O CRITERIO DE GRIFFITH

No processo de propagacdo da fissura, mesmo que o sélido esteja submetido a um
carregamento estatico, o proprio movimento da fissura gera a necessidade da inclusdo, no
balango, de uma parcela de energia cinética, algo que nao chegou a ser cogitado por Griffith
(1924) na formulagdo de seu critério, até porque ele adotou a hipdtese de que o fendomeno ¢
quase estatico e isotérmico.

A andlise que a seguir se desenvolve, busca considerar o aspecto dindmico do
processo em uma formulacdo ainda ndo completamente geral, mas adequada a fixagdo de
conceitos importantes para a generalizagdo a ser realizada na secdo seguinte. Seguem-se 0s
mesmos passos da se¢do anterior, usados na interpretagao termodinamica que conduziu ao

critério termodindmico de Griffith, ainda se considerando, somente para simplificar, o
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problema em estado plano.” Desse modo, vai-se substituir a energia superficial especifica, v,
pardmetro do material obtido no caso de um processo quase estdtico, por outra, Y4, capaz de
incorporar o aspecto dindmico da propagacdo da fissura, denominada densidade de energia
superficial dinamica de fratura. Isso corresponde a um primeiro passo, no sentido da completa
generalizacdo do parametro vy, a ser feita adiante.

A grandeza yq4 seria a anterior energia superficial especifica, y, acrescida de uma
componente cinética, relacionada com o avango da fissura. Da mesma forma, entraria também
uma parcela dindmica semelhante a Yyg4iis do caso estatico. Nessa versdao, para se fazer o
balango energético local, basta que se tome a Eq.(3.4) e adicione a seu primeiro membro uma
parcela dk, correspondente a energia cinética. O efeito dindmico, em nivel local, no volume

do solido, seria dado através de uma parcela semelhante trabalho d’w do caso estatico. Assim:
de +dx=d’g+d’w. (3.11)

Refazendo-se, a partir da Eq. (3.11), uma sequéncia similar a realizada no
desenvolvimento que levou a Eq. (3.5) a Eq. (3.9), definindo-se um parametro dinamico,

G, ,apartirde E,  entio:

L4 di

G, =dE,

Ldin

/da, (3.12)

din

expressao que representa, esquematicamente, a versao do critério termodinamico de Griffith
em que o aspecto dindmico do processo ¢ considerado.

Comparada com a Eq.(3.9), a Eq.(3.12) revela que a influéncia dindmica sobre o
processo de fissuracao faz-se, no primeiro membro dessa ultima, pela presenga de uma fungao
que representa a energia cinética do volume do sélido, e no segundo membro, através de 4,
uma grandeza influenciada também pela energia cinética dos pontos da superficie de avanco

da fissura.

7 L . ) .
Embora o raciocinio esteja desenvolvido para um problema plano, a extensio para os problemas
tridimensionais pode ser feita sem grande dificuldade.
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CRITERIO TERMODINAMICAMENTE CONSISTENTE DE FRATURA

O objetivo desta secdo ¢ a analise da possibilidade de um critério de fratura, o mais
geral possivel, capaz, de prever, tanto o inicio da fratura quanto a direcdo a ser tomada pela
fissura, apos iniciado oseu avanco. A base para a constru¢do do critério geral ¢ o balango de
energia no soélido fraturado, que deve levar em conta, por um lado o que ocorre no volume, e
por outro, o fendmeno ocorrido nas superficies imersas no interior do solido, caracteristico do
processo de avanco da fissura.

Seria como se houvesse um limite maximo de dissipacdo energética capaz de ser
acomodado pelo material, medido com o auxilio da densidade termodinamica superficial de
energia, y ", dada pela Eq. (2.85). Além disso, também seria definida a dire¢do do avanco da
fissura. Convém observar que a analise sera realizada em uma parte do solido contendo um s6
vazio preexistente. Partindo-se do pressuposto de que o niumero de fissuras desenvolvidas no
solido seja finito, sempre serd possivel isolar-se uma sub-regido em cujo interior s6 haja uma
fissura. Isso ndo impede, entretanto, que apos o inicio do processo outra fissura venha a
penetrar no dominio da regido isolada para fins de estudo.

A respeito de outras causas de dissipa¢do de energia que ndo aquelas inerentemente
relacionadas com a fratura, tal como aqui foi descrito, a pergunta chave seria: é possivel
isolar-se, no presente modelo, as causas de dissipagdo associadas a plasticidade e ao dano, da
causa da fratura? A resposta seria que esse ndo parece ser esse um problema da formulagao
termodinamicamente consistente. Pelo contrario, pois o tratamento integraria os trés
fenomenos, compreendendo plasticidade, dano e fratura como se fossem fases, em escala
sucessiva, no rumo da perda da capacidade resistente ou da estabilidade material do solido.

O ponto de partida sera a equacdo de balanco global de entropia, Eq.(2.8), obtida em
termos da taxa de produgdo de entropia &, tal como definida pela Eq.(2.74), na Secdo 2.3.
Assim, chega-se ao principio da irreversibilidade ou desigualdade de Clausius-Duhem, no

qual ja se acha incorporada a primeira lei da termodinamica, isto é:

D r « D q.n
= —n-—)dv+ —nds+ [—ds=0, 2.8 repetida
][tpfdv {p(m" 7 Sfp o ;T (2.8 repetida)

f(f)

sendo & ¢ dada pela expressao:
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A 1

§=—-—5q.gradT 20, (2.74 repetida)
ol pT

onde

A=pnT +T:D - pt (2.73 repetida)

¢ a taxa de dissipacdo de energia por unidade de volume. A Eq. (2.8) €, portanto, a expressao
do critério geral de fratura, valido para o caso geral, inclusive o ndo isotérmico. No caso
particular do regime isotérmico, tal como ja foi visto, as Egs. (3.10) e (3.12), obtidas com
auxilio da metodologia original de Griffith (1924), sdo expressdes mais simples que a Eq.
(2.8). Naquele caso, exatamente por conta de o regime ser isotérmico, a segunda lei da
termodinamica pode ser aplicada por meio da afirmagdo equivalente de que a ocorréncia
espontanea de um fendmeno associa-se uma diminuicdo da energia livre do sistema que ¢ a
maxima parcela da energia interna capaz de ser transformada em trabalho.

No caso do critério geral, da Eq. (2.8), no entanto, foram usadas, diretamente, as
equagdes dos balancos de energia e de entropia apresentados no capitulo 2. E evidente que sua
aparéncia foge completamente do aspecto da forma mais simples, obtida para o caso
isotérmico. Convém observar que ¢ a condi¢do isotérmica que prevalece, na maioria dos
fendmenos que ocorrem no meio ambiente, por conta de ser este um reservatorio térmico (ver
capitulo 1). A aparéncia simples, no caso dos critérios validos para o caso isotérmico, deve-se,
sem sombra de duvida, a importante contribuicao metodologica de Griffith.

Subjacente a esses critérios, pode-se pesquisar também a dire¢do preferencial segundo
a qual a fissura ird avancar. A orientagdo de tal avanco sera fornecida, a partir do seguinte
raciocinio: se, ao crescimento da fissura estd associada a diminuig¢do da energia livre, sendo
essa diminuicdo a menor possivel, entdo a dire¢do (ou direcdes?) a ser seguida pela fissura
deve ser aquela que corresponda ao minimo decréscimo dessa grandeza. Isso ¢ aproveitado na
elaboracdo do programa automatico Elcfrat (apéndice A).

Por oportuno, vale recordar que, no caso em que a deformagao do solido ocorre sem a
presenca de fissura no meio sendo o processo, por hipotese, reversivel e isotérmico tal como o
analisado no final do capitulo 1, entdo a energia livre corresponde a parcela da energia interna
que pode ser transformada em trabalho. Nesse caso, e s6 nesse caso, como revela a Eq. (1.14),
a energia livre equivale a energia de deformag¢do armazenada no so6lido (o mesmo que o

trabalho realizado pelas a¢des externas sobre ele), na medida em que o processo € reversivel.
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Até o presente capitulo, a énfase foi colocada no aperfeicoamento do modelo fisico do
fenomeno da fratura, buscando-se tratar o problema a partir da constatagdo da irrever-
sibilidade do processo de fissuracdo. A consideracdo dessa possibilidade traz como
consequéncia a exigéncia de novos esquemas numéricos de calculo. A busca de solugdes
aproximadas, a ser encetada a partir do proximo capitulo, baseia-se na utilizagdo de um
recurso recente, a analise de sensibilidade a variacao de forma. Essa ferramenta, ja utilizada
com sucesso no calculo da integral J, via MEF, adiante serd adaptada para o célculo da
variagdo da energia de deformacdo, considerada como o pardmetro decorrente da andlise

termodinamica da fratura, a ser obtida com o auxilio do BEM.
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4 ANALISE DE SENSIBILIDADE APLICADA AO PROBLEMA DA FRATURA

No capitulo 3 apresentou-se o critério termodinamico de fratura, representado pela Eq.
(3.12). A consisténcia termodinamica faz com que, em tese, esse critério seja capaz de dar
conta do problema da fratura em um s6lido deformavel qualquer, sujeito as acdes mais gerais,
incluindo-se as de carater térmico e dindmico. Neste capitulo, no entanto, o critério de fratura
sera particularizado para o caso da Eq. (3.10), que corresponde a situagdes em que 0 processo
€ quase estatico e isotérmico.

A aplicagdo da andlise de sensibilidade a mecanica da fratura, como se vera, ¢ serve
para o célculo da integral J, de maneira mais geral que aquela advinda da defini¢cdo de Rice
(1968). Para isso, sera aproveitada a metodologia da analise de sensibilidade para o calculo do
parametro termodinamico de fratura, G; (identificado com a variagdo da energia de
deformacao), quando o pardmetro geométrico da fissura varia.

Antes, porém, serdo feitas consideragdes sobre a integral J, de Rice. O paralelo entre a
metodologia de interesse do presente trabalho e a do calculo da integral J prosseguira por todo
o desenvolvimento aqui elaborado, de modo que o mesmo programa automatico, baseado no
BEM, sera utilizado para o célculo aproximado, tanto do parametro termodinamico, G,
quanto da integral J (ver capitulo 5). Ressalte-se que a formulagdo aqui apresentada ¢
absolutamente geral, valendo também para problemas tridimensionais ¢ podendo ser
estendida ao caso dindmico. No entanto, o calculo automatico sera realizado para o caso
particular do problema bidimensional, quase estatico e em regime isotérmico. O que sera
mostrado serve mais para a fixacdo de conceitos relacionados com a nova proposta, do que

para explorar todas as potencialidades da presente formulagao.

A INTEGRAL J DE RICE

Para o estudo da fratura em problemas da elasticidade plana, Rice (1968) introduziu
uma integral independente do caminho, conhecida como integral J. Para conceber a integral J,
ele afirma ter se inspirado no tensor momentum energia, definido por Eshelby (1956) “como
um ente matematico capaz de caracterizar as forcas generalizadas nas discordancias e nos
defeitos pontuais em campos elésticos” (RICE, 1968, p.379). A integral J seria, segundo seu

criador, a componente estatica do tensor momentum energia.
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No trabalho de Rice, a integral J ¢ definida para o caso plano, através da seguinte

expressao:
J = [ 2 (v, ~t.dr), 1)
r 0%
onde
&ij
¢ =¢(e;) = [T,de, (4.2)
0

¢ a densidade de energia de deformagdo. Na integral da Eq. (4.1) I € uma curva regular,
arbitraria e fechada, que se desenvolve em torno da extremidade da fissura. Percorrida a curva
no sentido anti-horario, a regido interna fica sempre a esquerda do observador, sendo o vetor
normal unitario, em qualquer ponto de I', orientado para fora. Ao vetor deslocamento, u, esta
associado o tensor de deformacdo infinitesimal cuja matriz ¢ e=[¢g;]. O vetor de tensdo de
Cauchy é notado por t [traction], e dI" é o comprimento do elemento de arco do caminho I'.
Havendo uma fissura no interior da regido contornada por I, a integral J capta um
campo local associado ao estado tensional na vizinhanga da extremidade da fissura. No caso
contrario, em que ndo houver fissura no interior da regido, entdo a integral J serd nula.
Considera-se que a principal vantagem do uso da integral J estd no fato de ser
independente do caminho de integracdo. Essa propriedade permite a escolha de curvas I'
distantes o suficiente da zona perturbada, para que os campos envolvidos no calculo da
integral possam ser determinados com melhor precisdo, desde que o material seja
caracterizado através de uma funcdo densidade de energia, com o seu comportamento menos
influenciado pelos efeitos da alta concentracdo das tensdes que a vizinhanga mais proxima da
extremidade da fissura. A rigor, a integral J s6 pode ser calculada se o caminho de integragdo
for constituido de pontos nos quais seja possivel definir-se uma fun¢do densidade de energia

de deformacao.
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&

Figura 4 - Fissura reta crescendo na dire¢do x;

As hipoéteses de Rice admitidas para a obtencdo da integral J, segundo Cunha et al.

(1995), podem ser sintetizadas da seguinte forma:

1. O material, nos pontos do caminho de integracdo, ¢ hiperelastico, ou seja, caracteriza-se
através da fun¢do densidade de energia, ¢, que ¢ um potencial a partir do qual podem ser

derivadas as componentes do tensor de tensao, isto €:

3
/ de,

2. Nao existem deformagdes iniciais nem cargas no dominio, havendo somente cargas

aplicadas no contorno, ¢ as bordas da fissura estdo livres de tensdes;
3. A fissura inicial € reta e se propaga na mesma dire¢ao original;

4. A base de referéncia (e, e») € ortogonal, e e; coincide com a dire¢do da fissura, tal como

indicado na figura 4.

No caso do problema bidimensional, usando-se a defini¢do de tensor transposto, e

levando-se em conta, na Eq. (4.1), as relagoes:
dx, =n.e dI';t = Tnedu/dx, = (Vu)e,,

tem-se:
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J = fr [¢n.e, —Tn-(Vu)e, |dl = el.j; [ ~Vu' Tndl" = el.ﬁanI‘, (4.3)

onde T =@l -Vu'T ¢ conhecido como o tensor momentum energia de Eshelby.

Da interpretagao termodinamicamente consistente do fenomeno da fratura emerge uma
grandeza que considera a produgdo de calor ocorrida com a quebra de ligagdes materiais,
responsavel pela parte irreversivel do avango da fissura. Evita-se assim, portanto, o conceito
impreciso de energia potencial total, tal como Griffith (1924) o pretendeu estender para a
mecanica da fratura.

Em seu trabalho pioneiro de 1921, embora tenha definido uma grandeza que
denominou energia potencial total, como sendo a soma da energia potencial eldstica (ou de
deformacao) com a energia superficial desenvolvida nas faces da fissura, Griffith introduziu
certa confusdo, que ainda persiste. E o equivoco faz com que muitos recorram a verdadeira
energia potencial total, da mecanica dos sélidos, no lugar da energia de deformacao, para
calcular a energy release rate. (GRIFFITH, 1921, p. 169)®. Ressalte-se ainda que, no seu
trabalho de 1924, Griffith continou a defender o uso da energia de deformag¢dao como base
para a construcdo de seu conhecido critério. A razdo desse segundo trabalho, alids, ¢ quase
que sO para apresentar a expressao corrigida do primeiro membro da inequacdo que representa
o critério (somente um coeficiente de Poisson ¢ eliminado da férmula original, nessa
correcdo). Nele, Griffith assegura que o erro cometido no primeiro trabalho deveu-se a um
equivoco que cometera em certa passagem matematica. Embora ndo seja mostrado o
desenvolvimento matematico responsavel pela correcdo do erro identificado, é certo’ que ele
tenha continuado a usar (corretamente) sempre a energia de deformacdo, e ndo a energia
potencial total tradicional, da mecanica dos materiais, em seus calculos.

O fato de esse equivoco nao ter sido percebido, parece ser explicavel somente por
achar-se que a sugestao de Griffith (1924) estaria de acordo com a extensdo natural de um
principio de uso bastante generalizado na mecanica dos materiais, a saber, o classico principio
da minima energia potencial total, adaptado arbitraria e incorretamente por ele, para o estudo
da fratura. Como pode ser verificado através da leitura de seus dois trabalhos aqui referidos,

Griffith (1921, 1924) ndo definiu de maneira precisa a natureza da energia associada ao

¥ Ver especificamente Egs. (4.7) a (4.10).

% A certeza baseia-se num fato ainda pouco conhecido da historia da mecanica da fratura: trata-se da existéncia
do trabalho Zur Bruchtheorie von A. Griffith, de 1923, cujo autor, K. Wolf, enviou ao criador da mecénica da
fratura, sugerindo a corre¢do, que foi feita no trabalho de 1924, embora Griffith ndo tenha feito o registro.
O editor da publicagdo em que o trabalho corrigido de Griffith foi divulgado, no entanto, fez questdo de registra-
lo, em nota afixada ao fim do texto do artigo corrigido.
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avango da fissura. Dai a hipotese de que sO seria plausivel a reversibilidade se, cessada
aplicag¢do do carregamento, a elipse que simula a fissura voltasse a situagdo original. Imagine-
se, por exemplo, que existissem molas lineares ligando pontos opostos, nas duas faces de uma
fissura preexistente, antes de comecar a crescer. Se as molas, por hipdtese os Unicos
elementos responsaveis pelo controle da abertura da fissura, pudessem manter-se integras e
elasticas, de modo que, ao serem retiradas as agdes sobre o so6lido, ele voltasse a seu estado
inicial, entdo essa parcela de energia poderia ser considerada como totalmente recuperavel.
No entanto, se pelo menos algumas molas se rompessem, assim caracterizando o avanco do
processo irreversivel de fissuracao, ndo mais seria possivel desprezar-se a parcela de calor
produzido, evidentemente ndo recuperavel, que se dissiparia no ambiente.

O equivoco fica bastante evidenciado, por exemplo, em Taroco (1996), para quem o
conceito de integral J estaria diretamente relacionado com a ideia de Griffith (1924) de
estender o principio da energia potencial total ao estudo da fratura. Taroco usa a energia
potencial total, classica, ao invés da energia de deformagdo, na sua engenhosa extensao da
analise de sensibilidade para a mecanica da fratura, mas nao ¢ este, definitivamente, o sentido
que Griffith atribui a energia potencial total.

Em trabalhos considerados classicos (KNOWLES; STERNBERG, 1972; GURTIN,
1979), fica evidente a necessidade de que o caminho de integracdo usado para o célculo de
J esteja totalmente inserido em uma regido do s6lido com comportamento hiperelastico. Além
disso, esses ultimos trabalhos associam a ideia de Eshelby (1956), base para a concepcao da
integral J de Rice, ao teorema de Noether, segundo o qual pode-se partir da propriedade da
invariancia, em relagdo a determinados parametros, de funcionais associados a principios
variacionais, para a obtencdo de certas leis de conservagdo da mecanica, tais como a da
conservagao de energia e da quantidade de movimento linear (NOETHER, 1918 apud
LANCZOS, 1986). Com o auxilio desse raciocinio fica também resolvida a questao da
adequacdo do uso da integral J, quando se leva em conta a acomodacao plastica ocorrida na
vizinhanga da extremidade de uma fissura. Para todos os efeitos, o célculo da integral J tem
legitimidade, desde que o caminho de integracdo sobre o qual seu célculo seja realizado esteja
imerso em uma regiao hiperelastica do sélido, da qual exclui-se, naturalmente, por precaugao,
vizinhangas muito proximas da extremidade da fissura, onde as tensoes tendem a se afastar da
condic¢do de hiperelasticidade.

E dificil a obtengdo de solu¢des fechadas, tanto para o célculo da integral J quanto
para o parametro termodinamico de fratura G;. Essa dificuldade ¢ superada, no entanto, com o

calculo indireto da integral J, auxiliado pela andlise de sensibilidade a variagdo de forma,
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aplicada a mecéanica da fratura. Tal técnica vale-se da analogia existente entre o problema da
fratura e outro, no contexto da otimizagao estrutural, no qual ¢ estudado o efeito particular da
varia¢ao da forma do dominio do solido e de seu contorno, em relacdo a um determinado
parametro real. Utilizando-se, no essencial, o desenvolvimento matematico contido em
Taroco (1996), para o célculo da integral J, passa-se, a seguir, a apresentacdo dessa técnica,
visando a obtencdo de uma medida da sensibilidade da energia de deformacdo em relacdo a
um parametro do dominio do problema. Tal pardmetro, como a frente se vera, ¢ concebido de

tal maneira que, com o auxilio de sua variacao, pode-se simular o avango da fissura.

DERIVADA MATERIAL DA ENERGIA DE DEFORMACAO

O desenvolvimento que se segue, baseia-se na analise de sensibilidade & variacao de
forma, cujos fundamentos sdo apresentados no capitulo 7. O suporte tedrico para as operagdes
matematicas aqui apresentadas encontra-se também naquele capitulo.

Para cada forma do corpo, associada ao dominio parametrizado €2, a energia de

deformacdo, Eq4,, expressa-se como:
Edr =J;2¢ngr’ (4.4)

onde ¢. ¢ a energia de deformacao especifica associada ao dominio €2..

Para se obter a taxa de variagdo da energia de deformacdo armazenada no solido,
quando o dominio sofre modificagdo, € necessario derivar ambos os membros da Eq. (4.4) em
relagdo ao parametro 7. Apds, calcula-se o valor da derivada quando o valor desse parametro ¢
nulo, o que fornece a medida da tendéncia de evolugao da energia de deformagao do solido,
na configuracdo considerada. A derivacdo em relagdo ao parametro 7 guarda analogia com a
derivagdo material no tempo, usada no balango termomecanico da mecanica do continuo.
No capitulo 7 encontram-se os resultados da analise tensorial uteis ao desenvolvimento
matematico que se segue.

A derivada E,, da energia de deformacdo em relagdo a 7, em 7= 0, ¢ uma grandeza

associada ao sodlido real, ou melhor, a configura¢do atualizada do so6lido real, que mede a

sensibilidade dessa configuragdo em relag¢@o a variagdo de forma do dominio. A derivada E,
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pode ser obtida da mesma forma como se calcula a derivada material no tempo, da mecanica

do continuo, em que o ponto sobre a variavel refere-se a derivada em relagcdo ao parametro 7.

Assim:

ko<l _ ) (¢ + ¢divv)dQ. (4.5)
dr | _, /@
Ainda conforme o que se encontra no capitulo 7:

d=¢ +(Vo).v. (4.6)

Considerando-se a simetria do tensor T e usando a comutatividade entre operagdes

lineares, tem-se:

5=—3 . vuS_T:veS =T:vu. 4.7)
d(Vu®)

Entdo a Eq. (4.5) fica:
k= (T2 V' + Vv + div)dQ. (4.8)

Porém, de acordo com os resultados expressos pelas Egs. (7.89b) e (7.89d), vem:

T:Vu' =div(Tu’) —u'.divT (4.9)

"Jwv+/divv=div(/v), (4.10)
cuja substituicdo na Eq. (4.8) conduz a:

Ey = f[div(Tu')-u'". divT + div(gv)]dQ. 4.11)

Aplicando-se o teorema de Gauss (da divergéncia) a primeira e a terceira parcelas da

integral do segundo membro da Eq. (4.11), tem-se:
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Eq = [o[Tu'n+¢van]ddQ - [, u'.divTdQ. (4.12)

Adotando-se o vetor das for¢as de corpo como identicamente nulo, e levando-se em

conta o equilibrio do so6lido, entdo, divT=0, e a Eq. (4.12) fica:

Eq = [o[Tu'.n+gvald(9Q).. (4.13)

Em virtude da simetria de T, e considerando-se as defini¢des de tensor transposto ¢ de

tensor identidade (capitulo 7), tem-se, finalmente:

Eq = [, [Tnu’ +(¢Dn.v]d(5). (4.14)

Essa expressdao fornece a derivada material no parametro 7, em 7=0, da energia de
deformacdo armazenada no so6lido. Os campos T, ¢ e u’ ai presentes estdo associados ao
estado inicial, isto €, ao solido ndo perturbado pela variacdo de forma (z = 0). T e ¢
correspondem, portanto, a configuracdo do sélido associada a T = 0. Quanto ao campo u’,
verifica-se que adquire uma forma especial, relacionada com a estratégia utilizada para a
simulagdo do avango da fissura, com auxilio da analise da sensibilidade, tema que sera tratado

a seguir.

A SIMULACAO DO AVANCO DA FISSURA VIA ANALISE
DE SENSIBILIDADE

Conforme ilustrado através das figuras 5 e 6, o avango da fissura serd simulado com
auxilio de uma translagdo dos pontos do so6lido e de sua fronteira, de modo que, para todos os
pontos de I', v = -e e, para todos os pontos de I'r, v =0, tal como se a fissura estivesse parada
e a fronteira I estivesse em movimento, dirigindo-se para a fissura, em sentido inverso ao de
sua propagagao.

Assim, pode-se provar, tal como demonstrado no capitulo 7, que u’'= 0, tanto em T,
como em ['r. Vale relembrar que a exigéncia sobre v € que seja um campo, definido em €,
capaz de simular a perturbagdo causada no solido por uma fissura, ndo necessariamente reta,
de comprimento caracteristico inicial igual a ao. Considera-se que a fissura parte do contorno

dQ e evolui segundo a orientagcdo dada pelo vetor unitario e, conforme mostrado na figura 5.
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Ja foi dito que a extensdo I'tr, do contorno da parte P, ¢ tomada tdo proxima a

extremidade da fissura quanto seja necessario para o isolamento de uma regido Q, a ela

solidaria, de forma a garantir que a parte P esteja completamente contida em uma regido na
qual o material tenha comportamento hipereldstico. Os limites dessa regido sao
implicitamente estabelecidos em funcao da extensao da zona de acomodacgao plastica, tipica
da vizinhanca da extremidade da fissura. Isso corresponde a uma simulagdo bastante razoavel
do movimento da fissura, indicado na figura 5, cuja orientagdo ¢ dada pelo vetor unitario e
que, como se vera no capitulo 5, serd considerado com orientagao inicialmente variavel, que
se define a partir da condi¢do de minima varia¢do da energia livre. Para completar o contorno

fechado da parte P, passa-se a analisar como seria a descri¢ao adequada para o campo v, nas
: + -
partes planas do contorno de P, i.e,em I' e em I , de modo a se conformar adequadamente

a simulacao matematica do movimento da fissura.

Q

Figura 5 - A delimitagdo da parte P e o avango da fissura

Admite-se, por necessidade, que o vetor de tensdo [traction] de Cauchy, em cada

ponto das faces da fissura, deve ser nulo, isto €,
—+ -
Tn=0,emI" eI .

Por conta do compromisso de manutencdo da continuidade geométrica, serd aqui

., .. + -
adotado um campo de translagdes v, varidvel segundo uma lei linear,em I' e I" , de tal modo
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. . ~ + - . . ~
que seu valor seja nulo nas intercessdes de I' e I' com I'r, e igual a (- e) nas intercessdes

dos dois primeiros com I'.
De acordo com o esquema acima exposto (figura 5), o desdobramento da Eq. (4.14) no

contorno de P fornece:

(Ed)P = [p[Tnu'+ (#Dn.v]doQ = [.[Tn.(0) + (#D)n.(-e)]dT+

L
1 -L

[[Tn.u'+ (gp)n.( "4 Jeldl'+ f. [Tn.0 + (#Dn.0]dI" +
0

L

1
L

+ fz[Tn.u'+ (¢I)n.(2—s e]dr. (4.15)
0 2

Observe-se que, na segunda e na quarta integrais do segundo membro da ultima
equagdo, em virtude de v ndo ser um campo de translagdes constante, nessas partes da

fronteira de P, a derivada espacial u’' nao foi substituida por 0, embora isso seja verdade, nos
.. . o , e A . . + -
limites das integragdes. Dai a exigéncia de que sejam nulas as tractions em I' e I' , para que

as parcelas (desconhecidas), envolvendo u’, desaparecam dessas integrais.

Figura 6- Simulagdo do avancgo da fissura
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Assim, a Eq. (4.15) reduz-se a:

(E0), = (-gDn.edr +5, [ s f(— P)ds 4.16)
onde

b= n.e, constante em F+, (4.17a)
b, = n.e, constante em I . (4.17b)

Como se observa na Eq. (4.16), as duas ultimas integrais do segundo membro sdo
realizadas nos trechos planos da superficie do entalhe. Vé-se, portanto, que os valores de b; e
b, serdo nulos, quando o avango da fissura for na dire¢dao do vetor unitario e, que ¢ normal ao
vetor unitario n nessas superficies. No caso da integral J, por definicdo, exige-se que o vetor e
tenha sempre a direcdo paralela as faces do entalhe (supondo-se que o angulo entre elas seja
bem proximo de zero). No caso de Gy, no entanto, isso ndo ocorre, necessariamente, embora
se possa admitir, com boa aproximacao, no caso de entalhes de faces retas, que a contribuicao
das integrais nelas realizadas tende a se anular. J4 no caso em que isso ocorre, a Eq. (4.16)

fica:

(Ed)p =[-(-gD)ndT.e (4.18)

referida a certa parte P do sélido contendo uma fissura, o valor da derivada material da

energia de deformacao, (£ d)P , com o sinal trocado, serd doravante denominado parametro

termodinamico de fratura, sendo notado por G:.

Com base na estrutura da Eq. (4.18), o programa automatico também calculard a
integral J, dada pela Eq. (4.3), que pode ser obtida, segundo Taroco (1996), como a derivada
material da energia potencial total em relagdo ao pardmetro t, quando 1=0. Para isso, basta
que se troque o tensor (¢l), da Eq. (4.18), pelo tensor momentum energia, 2, da Eq. (4.3).

Desprezadas as forgcas de corpo, € sob um regime quase estatico e isotérmico, a

Eq.(4.16) ¢ aplicavel a qualquer parte P do solido que contenha uma fissura. Convém lembrar
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que a Eq. (4.18) foi deduzida com o intuito de permitir a analise do fendmeno desenvolvido
na parte P do dominio Q, partindo-se do que ocorre nos pontos do caminho regular I" que a
delimita. Fica-se, portanto, com a liberdade de estendé-la, de modo a incluir pontos cada vez
mais distantes da extremidade da fissura (alterando-se, por consequéncia, o contorno I').

E o que dizer sobre a fronteira 't da figura 5?7 Como se viu na simulac¢do do avanco da
fissura, via analise de sensibilidade, a translagao dos pontos dessa fronteira ¢ tomada como
nula. Isto simula uma espécie de adesdo dos pontos da regido proxima da extremidade da
fissura ao provavel movimento da mesma. Passa-se a usar, a proposito, a expressao zona de
processo, tomada de empréstimo a Hillerborg (1991), para se caracterizar essa regiao
plastificada, vizinha da extremidade da fissura. A delimitagdo estabelecida para I't deve ser,
portanto, aquela capaz de assegurar, implicitamente, a vigéncia da condi¢@o hipereldstica em
todos os pontos da parte PC €2, lembrando-se que ela ¢ delimitada por I', I't, e também pelas
faces da fissura, T’ e I, como na figura 5.

Do ponto de vista da organiza¢do do programa automatico para o calculo da integral J
e de G, o risco so estaria em escolher-se um caminho de integracdo I, tal que algum de seus

pontos estivesse fora da condi¢do de hiperelasticidade.

DISC}JSSAO SOBRE O SIGNIFICADO E A OBTENCAO DOS
PARAMETROS JE G

A Eq. (4.18) mostra que o parametro G; estd associado ao tensor / I, que guarda
semelhanga formal com o tensor momentum energia =/ 1 - (Vu)'T, motivo do trabalho de

Taroco (1996). A partir do tensor Z, a integral J pode ser obtida mediante a Eq. (4.3), como
ha pouco foi explicado, isto quando o material ¢ hiperelastico em todo contorno da parte P no
qual a integracdo ¢ realizada. Valida esta ultima hipotese, sabe-se que a integral J possui a
propriedade de independéncia do caminho. Isso s6 se verifica, no entanto, porque o vetor
unitario e esta orientado em uma diregao paralela as faces do entalhe a partir do qual a fissura
avanca, tal como indica a Eq. (4.3). Com maior precisdo e generalidade, esse resultado ¢
demonstrado por Gurtin (1979).

Vale destacar a importante distingdo entre os tensores /1 e X, refletida nos
respectivos parametros G; e integral J, gerados a partir desses tensores como as respectivas

projecdes dos fluxos definidos na fronteira de P, sobre o vetor e. O que resulta, em geral, ¢

que sao calculados como integrais no contorno de uma parte arbitraria do sélido proxima a



103

extremidade da fissura (figura 5). O tensor /1 surge em decorréncia da interpretagdo
termodinamica do fendmeno da fratura, com base em um modelo que considera a produgao de
calor e a consequente dissipagdo, em certa vizinhanga Q, da extremidade da fissura, quando a

fissura sofre um avango irreversivel. Tal tensor, como se viu, ¢ calculado como a variacao da
energia de deformacdo da parte P em relagcdo ao pardmetro geométrico da fissura. Ja o tensor
2 ndo surge a partir de uma analise termodinamicamente consistente, sendo obtido como a
variacao da energia potencial total do sélido em relacdo ao parametro geométrico da fissura.
Do ponto de vista pratico, nisso se resume a diferenga entre a abordagem com base na integral
J e a que aqui se desenvolve, baseada no parametro G..

Em razdo do extenso uso tecnoldgico da integral J como parametro de fratura, e da
introdu¢do de G; como uma alternativa associada a formulacdo termodinamicamente
consistente, cabe a busca de comparacao entre eles. A propriedade de J, da independéncia do
caminho, ¢ atraente e julgada importante. No entanto, a obtengdo dessa grandeza, a partir de
integral realizada sobre uma superficie imersa no interior do s6lido, baseia-se no pressuposto
de que a fissura avangara segundo uma dire¢ao paralela as faces da fissura preexistente, para
que a independéncia da integral J em relacdo ao caminho se mantenha. No entanto, por ser um
fendomeno natural, a evolucdo da fissura segue, quase sempre, uma orientacao distinta dessa
direcdo paralela as faces da fissura.

Assim, a utilizagdo dos dados experimentais sé teria sentido, para a finalidade de
avaliagdo de integridade, no caso raro em que o crescimento da fissura, no so6lido real,
obedecesse estritamente & forma matematicamente prevista, para que o valor da integral
ficasse independente do caminho. Se a fissura real precisa crescer segundo a direcdo paralela
as faces da fissura preexistente, para que a integral J seja um parametro significativo, entdo
isso coloca uma séria objecdo a sua utilidade na caracterizacdo da integridade de um solido
real a fratura.

Reconhece-se, evidentemente, a importancia de J que, se bem utilizada, pode ser um
eficiente sensor da presenca, ou auséncia, de fissura em uma regido fechada, pois, no caso de
o caminho de integracdo nao circundar qualquer extremidade de fissura, seu valor € nulo. Do
ponto de vista fisico, no entanto, a simples propriedade de independéncia do caminho nao
acrescenta a integral J qualquer qualidade objetiva especial, diferentemente do que parece, a
primeira vista.

Dito de outro modo, a interpretagao advinda da analise de sensibilidade, no caso de

uma fissura reta, define a integral J como a proje¢do (na direcdo original da fissura) do vetor
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fluxo do tensor de Eshelby (1978), tomado sobre o caminho de integracdo, e esse
procedimento sera aqui utilizado, no cdlculo automatico daquela integral, como um balizador
da precisdo na programacao automatica.

Sem o intuito de desmerecer as contribui¢cdes de Griffith (1924), Irwin (1957) e Rice
(1968), referéncias histéricas do estudo da fratura, este trabalho propde-se a explorar os
primeiros desdobramentos advindos da substituicdo, notoriamente imprecisa, do principio da
minima energia potencial total, pela consideragdo da primeira e da segunda lei da
termodindmica, na interpretacao do fendmeno da fratura.

A concepcao da qual emerge o parametro G, que ora se coloca como uma alternativa
consistente, se comparada a integral J, tem sua legitimidade respaldada na ideia do modelo
fisico do problema que inclui como necessidade a consideragao do carater dissipativo do
processo de fissuracdo. A determinagdo de G da-se concomitantemente com a obtengdo da
direcao do avancgo real da fissura, ndo sendo necessario estabelecer-se, a priori, a direcdo do
avanco, tal como na integral J. Entretanto, G; depende do caminho de integracgao.

Uma consequéncia pratica desse fato, no caso da determinagdo experimental do valor
critico, yg, do parametro G,, seria, a quebra da exigéncia de que o corpo de prova para o
ensaio de fratura tivesse de conter uma pré-fissura de fadiga, com carregamento
rigorosamente simétrico, para garantir que o avango da fissura rigorosamente paralelo as faces
originais do entalhe, diferentemente do que se exige na determinacgao de J;. € na construgao da
curva J-R dos materiais.

Conquanto o resultado tedrico obtido seja aplicavel ao caso geral de problemas
tridimensionais, daqui em diante a analise sera particularizada para o caso de uma chapa
finita, em regime isotérmico e quase estatico, contendo uma fissura que se inicia no contorno.
Sera a oportunidade de se retomar o paralelo com a teoria original de Griffith (1924) cujo
desenvolvimento foi discutido no capitulo 3, agora com base no resultado sintetizado na
Eq.(4.18), util ao proposito da determinacdo da direcdo de tendéncia de propagacdo da fissura.

Dentro dessa linha foi concebido um programa automatico, em linguagem Fortran,
com o intuito de demonstrar-se a possibilidade de aplicagao da presente proposta. Na verdade,
a fronteira I't (figura 5) resulta, implicitamente, da exigéncia de que P seja uma regido em
que os pontos de seu contorno estejam dentro da zona de comportamento hiperelastico do
material do sdlido.

A experimentacdo numérica aqui desenvolvida, com a utilizacdo do programa
automatico (apéndice A), organiza-se com base no que consta do capitulo 5, no qual se faz

uso de um modelo de elemento de contorno reto, isoparamétrico, cujo aumento da eficiéncia
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numérica foi conseguido com auxilio de uma técnica de subelementagdo, especialmente
desenvolvida no presente trabalho.

O programa automdtico foi organizado para calcular, tanto a integral J quanto o
parametro Gy, € cumpre o proposito de mostrar a simplicidade do processo de determinagao
dessas duas grandezas, através do BEM.

A comprovacao da independéncia do caminho da integral J ¢ facilmente verificavel,
na experimentagdo numeérica, ja que escolha de caminhos de integragao alternativos fica muito
facil de ser implementada, haja vista a vocac¢do natural do BEM para o célculo de integrais
sobre caminhos. De fato, a independéncia do caminho, no célculo da integral J, foi utilizada
como balizamento, na elaboracdo do programa automadtico, a fim de controlar-se a propria
corregdo e precisao do programa.

Para a avaliagdo pratica da integridade dos solidos, com o uso do critério
termodinamico apresentado no capitulo 3, sintetizado no resultado representado pela Eq.
(3.10), seria necessaria a determinagao experimental de um valor critico do parametro, isto &,
ve. No entanto, a experimenta¢do numérica, auxiliada pelo programa automatico, revela que ¢
possivel avangar-se um pouco na simulagao, mesmo sem o conhecimento experimental do
parametro critico. Nesse sentido, foi incluido um processo iterativo, no programa automatico,
para permitir que se chegue, em cada problema particular, a um valor de G; que, se
ultrapassado, levara a instabilidade da fissura. O assunto serd explorado no capitulo 7, no qual

sao apresentados exemplos numéricos.

PARTICULARIZACAO DE G,PARA O CASO DE UMA CHAPA DE ESPESSURA
CONSTANTE CONTENDO UMA FISSURA INICIADA NO CONTORNO

O sentido do que se segue, ¢ tracar-se um paralelo entre a metodologia aqui proposta e
o critério de iniciagdo de fratura de Griffith (1924), propondo-se o exemplo de uma chapa de
espessura constante, representada por uma regido plana, €2, correspondente a seu plano médio,
€ com um carregamento contido nesse plano.

Admite-se que a chapa esteja em equilibrio com um campo externo de cargas, t,

aplicado em uma parte I'; da fronteira de €2, e submetida a restri¢des de deslocamento na parte

complementar, I'y, sendo que, nas faces da fissura, t ¢ nulo. Nessa chapa, que pode ser finita,

supde-se a presenca de um entalhe de comprimento a, a partir de uma pequena abertura que
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se inicia no contorno (figura 5). Como a chapa tem espessura unitaria, essa fissura possui uma
area aproximadamente igual a 2a.

A grandeza yg, a seguir introduzida, € o valor critico do pardmetro termodinamico G;.
Tal valor critico esta associado a varia¢do da energia livre de Helmholtz, na circunstincia em
que a fissura avanga.

O critério a ser utilizado decorre da Eq. (3.9). No presente caso, entende-se que o
acréscimo no trabalho de deformacgao, quando a fissura avancga a partir do contorno, para um

incremento da area de fissura igual a 2da, deve ser dado, no limite, por:
- dEg=2ys da (4.19)
ou, de acordo com a Eq.(4.18):

(-E))g = G =[ol(@Dn.elds = 2y,. (4.20)

Esta seria, portanto, a expressao do critério termodinamico para o caso de uma chapa
plana com espessura unitaria, em regime isotérmico € quase estatico, com a fissura iniciando-
se a partir do contorno.

Antecipando-se ao que vai ser feito nos capitulos 6 e 7, imagine-se que o valor critico
de G, isto €, yg, tenha sido obtido experimentalmente. A interpretacdo mais cabivel seria a
seguinte: se a variagdo da energia de deformacgao, entre um estado imediatamente anterior ao
inicio do avango da fissura, e outro, imediatamente posterior, for tal que o critério da Eq.
(4.20) se verifique, entdo a fissura sofrerda um avango inicial. Para saber se ela continuara
avangando, sera necessario, no curso da analise numérica do problema, que o dominio seja
continuamente atualizado. Do ponto de vista mais completo da fisica do problema, entretanto,
caberia a ado¢ao de um critério semelhante ao representado pela Eq. (3.12), porquanto ele

encarna a consideragdo do movimento, o que exige a utilizacdo do parametro dindmico, &g,

ao invés de yg, adequado somente para o caso quase estatico
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5 0 METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO (BEM) APLICADO
AO CALCULO DA INTEGRAL J E DO PARAMETRO TERMODINAMICO
DE FRATURA

Conforme o capitulo anterior, se o material de uma parte genérica, P, de um sélido
fissurado ¢ hiperelastica, entdo € possivel calcular-se uma integral de superficie (ou de linha,
em problemas bidimensionais) que, no caso de uma fissura formada por faces planas (ou
segmentos de reta, em casos bidimensionais), ¢ independente do caminho. Trata-se da integral
J, originalmente concebida por Rice (1968), para o caso bidimensional, que também pode ser
obtida, de maneira generalizada, com o auxilio da analise de sensibilidade. Nesse ultimo caso,
¢ interpretada como sendo a projecdo, em direcdo paralela a fissura, do fluxo do tensor
momentum energia, sobre um caminho arbitrario que circunda a extremidade da fissura.
Mediante o uso da andlise de sensibilidade, a obtencdo da integral J faz-se a partir da
derivagdo material da energia potencial elastica em relagdo a um parametro caracteristico
associado a variacdo geométrica do dominio, conforme mostra Taroco (1996).

Para a obtengao do parametro G, dado pela Eq. (4.20), através da via numérica, tudo ¢
feito de forma semelhante, bastando que se substitua a variacao da energia potencial total pela
variacao da energia de deformagdo em relagao ao parametro geométrico da fissura.

Neste capitulo utiliza-se o BEM para calcular, com o auxilio da andlise de
sensibilidade, a grandeza G, dada pela Eq. (4.20). Verifica-se que, diferentemente da integral
J, o parametro Gy nao ¢ dado por uma integral independente do caminho. Sua importancia
decorre, entretanto, do fato de ter emergido da interpretagdo termodindmica do fendmeno da
fratura, isto ¢, de uma formulagdo consistente com as leis que melhor interpretam os
fendmenos naturais.

Feita a particularizagdo para os problemas bidimensionais, os resultados aproximados
que a frente serdo obtidos, com o auxilio dos desenvolvimentos elaborados no presente
capitulo, visam, exclusivamente, demonstrar a possibilidade pratica das conclusdes tedricas
decorrentes do conjunto da investiga¢do descrita nos capitulos anteriores. Vale observar que o
critério de fratura aqui adotado, na forma da Eq. (4.19), ainda ndo pode ser plenamente
verificado, a ndo ser de maneira simulada, porquanto ainda ndo foi determinado
experimentalmente o parametro termodinamico critico de fratura, yg, para qualquer material
real.

Optou-se por calcular a integral J através do programa automatico especialmente

elaborado para este trabalho, pela razao ja explicitada anteriormente. Para a finalidade de
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comparacao de desempenho entre o programa aqui elaborado, que utiliza o BEM, e outros que
também usam a analise de sensibilidade, embora apliquem o FEM, foram feitas comparagdes
com resultados obtidos por Cunha e colaboradores (1995), Taroco e colaboradores (1994) e
Taroco e Feijoo (1997).

Convém fazer a distingdo entre a metodologia aqui utilizada para o tratamento do
problema da fratura e as metodologias anteriores, em particular a da integral J. Aqui, o
critério de fratura ¢ obtido com o auxilio de dois procedimentos paralelos: um, analitico, que
se realiza sobre o modelo de uma estrutura real, para uma parte genérica da qual se calcula o
parametro de fratura; outro, o experimental, realizado sobre um modelo em escala da
estrutura real, que fornece o valor critico desse parametro. A comparagao entre os dois valores
obtidos ¢ a base do critério de integridade a fratura.

No caso da presente proposta, o parametro critico, yg, obtido experimentalmente, deve
ser um dado inicial, que precisa ser oferecido ao programa, para a andlise de fratura da
estrutura real. Dai, o programa automatico ser organizado para responder se a tendéncia da
fissura ¢ avangar ou se estabilizar. Caso avance,é possivel obter-se a(s) dire¢do(des) em que
isso tendera a se dar.

Embora nao conste da presente proposta a realizagdo de experimentos em laboratorio,
apresenta-se, no capitulo 6, uma proposta sobre a forma como o experimento pode ser
realizado, a fim de fornecer o valor critico do parametro termodinamicamente consistente.
Nessa sugestdo de experimento exige-se que o esquema montado, para o cdalculo
computacional aproximado de G;, também seja aproveitado para a localizacdo dos pontos em
que as componentes de deformagdao devem ser medidas, com o auxilio de extensometros
elétricos de resisténcia (strain gages) do tipo roseta, no caso particular de uma chapa de
espessura constante, em estado plano. Para melhor fidelidade da comparacgdo, os strain gages
devem ser colados em pontos que sejam os mesmos pontos de integragdo do método de
Gauss-Legendre, definidos para a experimentagdo numérica. Mais detalhes sobre a proposta
de determinacdo experimental de y& sdo apresentados no capitulo 6.

Na sequéncia, desenvolvem-se os algoritmos para a construcdo do programa
automatico que calcula, sobre um caminho de integragdo eliptico arbitrario, os valores da

integral J e do parametro G;.
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ESQUEMA TEORICO PARA A DETERMINACAO APROXIMADA DE G,
NO ESTADO PLANO DE DEFORMACAO

Obtém-se, a seguir, para o estado plano de deformacdo, a integral da Eq.(4.20), que
fornece o valor de G a partir de uma fissura inicial orientada segundo o vetor unitério e,
consideradas nulas as for¢as de corpo (para caso do estado plano de tensdo, basta que se

fornega ao programa automatico, o valor v /(1+v) no lugar do coeficiente de Poisson v.

Assim, de acordo com o desenvolvimento apresentado no capitulo 4, tem-se:

Gt =f[(¢ Dn.e]ds (4.20, repetida)
r

Considerando-se o vetor normal unitario, n, orientado para fora da parte do solido

escolhida, entdo, em cada ponto do contorno percorrido no sentido anti-horario, tem-se:
dx2/dF 5
"7 dxdrf -1

Dai, a integral do segundo membro da Eq. (4.20) fica:

pofs Y g

O contorno regular I', que pode ser arbitrdrio, serd aqui adotado na forma de uma
elipse de eixo maior 2a (na direcdo x») e eixo menor 2b (na direcdo x;), cujo centro € o ponto

O (figura 7). Assim sendo:

//9

Figura 7- Convengoes de eixos e de angulos
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X, = bcos H[kzsenzﬁ +cos? 6’]_1/2 e X = asenﬁ[senzé’ +k72 cos® 9]'1/2,

onde k=b/a. Dai:

dx, = —k>bsen Ok’ sen” 0+ cos’6)>? 6 (5.3a)
c
dr | = k"acosO(sen0 + k~*cos>6) 2 d6, (5.3b)

sendo /4 a espessura constante da chapa, entdo a Eq. (5.2) torna-se:

ﬂ¢l]ndl“ 0, |k PacosO(sen’ 0 + k™ cos” 0) 2
r

= _ hdeo, 5.4
f ¢k2bsené’(kzsenzﬁ+cos2 0) 312 S

o,

onde ¢, densidade de energia, no caso da elasticidade linear, vale
1
=—T.E,
4 2

em que T ¢ o tensor tensao de Cauchy e E, o tensor de deformacgdes infinitesimais nos pontos
do caminho de integragdo I'. Entenda-se que deve estar assegurado o comportamento
hiperelastico do material, na medida em que se supde o caminho escolhido longe de

extremidades de fissuras.

Visando a aplicacdo do esquema de integracdo de Gauss-Legendre, serd realizada a
mudanca da variavel 6 para a variavel £, de forma a que os limites de integragdo passem a ser

-1 e +1. Assim:
0=pl+q = dO=pdl, (5.5)
fazendo com que, para 6=6 1, seja & = -1 e, para =6 ,, seja {=+1. Dai:

6,-6, 6+,
2 2




112

Por conta de uma opg¢do de programagdo, a funcdo densidade de energia de
deformacao, ¢, sera colocada em termos das componentes do tensor T. Assim, no caso do

estado plano de deformacgao, tem-se:

7 9

=|:T;1 ]—;2:| e E=8Ll]] ,]2#

I, T, Yor: 2"
onde:
1 1 1
& =5 A0-0)7T, -], &y =571, €n =5 11-0)T, —2y),
2u 2u
I, = 1- 20 ——[(1-v)e, - vey T, =2ue, e Ty =1 o [(A-v)e,, —ve,),

em que u ¢ o modulo de elasticidade transversal do material.

Conhecidas as componentes de tensdo e de deformagdo, pode-se obter o valor de ¢, no

estado plano de deformacgao, explicitado nas componentes de tensao, isto é:

+2T. ¢ T£)=

1 1 (
ETE—EU(TE) Tt + 2 %02 * 1oty

1 2 2
=@[(1'U)(T11 +1, )+2T122‘2UTHT22]~ (5.6)

A mesma grandeza, explicitada em termos das deformacgdes, também no estado plano
de deformagodes, ¢ dada por:

P (1-u)(5112+5222)+2(1-2v)512 +2uve, & (5.7)

S
(1-2v) 11712

Com o valor de ¢ dado pela Eq. (5.6), pode-se calcular G; segundo a Eq. (4.20), em
que o vetor unitario arbitrario, e, ¢ dado por e={cosq, seng}, onde ¢ ¢ o angulo entre aquele

vetor e o eixo dos x; (figura 7). Assim:

Gt =fr[(d)I)ndF].e =(C,,D,)-(cos@,seng) = C1 cos@+ D, seng (5.8)
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onde, de acordo com a Eq. (5.4), vem:

h(gz—gl) - 2 2 2 2,372
1——f[¢ak‘ cosAsen B+ k™ “cos”6)” d& (5.9a)
e
h6. -6)*!
1 =+1f [¢bk2sen0(k2sen2¢9+coszﬁ)_3/2 dg, (5.9b)
-1
onde d& = pdé.

OBTENCAO DA(S) DIRECAO(COES) SEGUNDO A(S) QUAL(AIS)
A FISSURA VAI AVANCAR

A partir da Eq. (5.8) pode-se determinar o angulo ¢ (figura 7) que d4 a direcdo
segundo a qual a fissura avancard, no caso em que haja a sua deflagracdo. Trata-se de
determinar o dngulo para o qual G; atinge o valor critico, yg, isto €, para o qual a Eq. (5.8)

fica:

C1 cos<p+Dlsen¢7= Vgt (5.10)

O parametro termodinamico critico, yg, deve ser medido experimentalmente, no exato
instante da deflagracdo irreversivel do processo de fissura¢do. Evidentemente, enquanto o
processo for reversivel a energia de deformacao serd recuperada, quando do descarregamento.
No entanto, isso nao ocorrerd completamente, no caso em que houver a componente

irreversivel da fissura, e € isso que devera se refletir na medida experimental de y.

Elevando-se ambos os membros da Eq. (5.10) ao quadrado e efetuando-se as

operagoes cabiveis, resulta:

(C12 + Dlz)senzqa— 2;/EDlsen<p+ ;/E2 - C12= 0, (5.11)
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cuja solucdo é:

yeD, = Cl\/Cl2 + Dl2 - 7’E2

(5.12)
Cl2 + D12

seng =

A depender do sinal da expressao sob o radical, na Eq. (5.12), a solugao para a Eq.

(5.11) podera levar a:

a) Dois valores para o angulo ¢, no caso em que C12 + Dl2 > ;/Ez, dados pela Eq. (5.12);

b) Um s6 valor, no caso em que C12 + Dl2 = ;/Ez, dado por:

YeD

L (5.13)
C12 +D12

seng =

¢) Nenhum valor para ¢, caso C;” + D’ <y,’.

No caso (a), em que sdo duas as solugdes, tem-se uma bifurcagdo da fissura, nas
dire¢des definidas de acordo com as Egs. (5.10) e (5.12), segundo os seguintes valores do

angulo ¢:

YeD, +C1VC12 "'D12 _7/1%
@, = arctg > > > (5.14a)
7:C, —-DC, +D, -y;

e
D, -CAC*+D -2

@, = arctg it Wi 12 12 7/5 . (5.14b)
)/EC1+D1\/C1 +D" -y;

No caso (b), as Egs. (5.10) e (5.12) conduzem a solugao:

D
=arctg| = |. 5.15
@ g( Cl) (5.15)



115

Vale observar que, diferentemente da integral J, cujo processo de obtencdo serd
analisado a seguir, a interpretacdo das hipdteses (a), (b) e (c¢) revelam um resultado novo,
decorrente da premissa de que € possivel determinar-se o pardmetro experimental criticoys.

No caso da integral J, no entanto, tal ndo ocorre. Como se sabe, sua determinagao
baseia-se na hipdtese segundo a qual o avango da fissura deve ser simulado segundo uma
direcdo paralela as faces da fissura, razao pela qual ela se torna independente do caminho. No
caso do parametro Gy, o valor € calculado para a parte P, do sélido, envolvida pelo caminho
escolhido, e seu valor, ao contrario da integral J, ¢ dependente do caminho. Por outro lado,
ndo ha exigéncia a respeito da direcdo para onde a fissura deva se dirigir, a priori.
Evidentemente, a dire¢do do processo de avanco da fissura ¢ definida fisicamente e, segundo
a termodindmica, a direcdo de seu avango devera ser aquela para a qual a variagao da energia
livre de Helmholtz seja minima. Em suma, ¢ isso que esta por tras da Eq. (5.10). Sendo assim,
suas raizes, que revelam o sentido do avanco da fissura, fornecem um resultado novo,

creditado a consisténcia termodinamica do modelo aqui desenvolvido.

OBTENCAO APROXIMADA DA INTEGRAL JNO ESTADO PLANO
DE DEFORMACAO

Para o calculo da integral J, a partir do que foi apresentado na secdo anterior, basta
que se mude o nucleo da integral do primeiro membro da Eq. (5.2), isto €, ao invés de ¢ I, ele
sera agora constituido pelo tensor momentum energia de Eshelby, tal como sugere Taroco
(1996). Nessa ultima referéncia, o tensor momentum energia de Eshelby ¢ calculado através
de um desenvolvimento semelhante ao que aqui foi hd pouco utilizado. Com vistas a
implementagdo computacional, basta que se obtenham os valores C e D, das expressoes
analogas as Eqgs. (5.9a) e (5.9b), nas quais a unica novidade reside na introdug¢do, no

programa, do gradiente do deslocamentoVu, por suas componentes cartesianas u;;. Assim:
J =[fr(oI- (Vu)T T +)ndI'].e= (C,D) - (cos@,senp) = Ccos@ + Dseng (5.16)

na qual:
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2 2 3/2
(62_61)}1 f(¢—u15171 ulelz)ak cos@(sen 6 +k =2 cos? 0~ ' “d&
i 2 3/2
+f( ull 1 ulezz)bk senﬁ(k sen’ 6+ cos” 6) "' “dC
(5.17a)
e
o ;
-2 2 - 3/2
J(~u T —u T )ak ~cosf(sen” O+k 2 cos? 0) dc -
6. -6)h 12711 22712
——2 17 |-
2 +1
+ [ @, T~ T, )bk sen (k> sen” 6 +cos® 6) "' 2 d¢
-1 ’
(5.17b)

A seguir, serd apresentado o BEM, ferramenta numérica tal como o FEM, que pode
ser utilizada na obtengdo de solugdes aproximadas na elasticidade. No caso, isto sera feito

especialmente para problemas da elastidade plana.

O METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO (BEM) APLICADO
A PROBLEMAS BIDIMENSIONAIS DE ELASTICIDADE

O BEM, quando aplicado a problemas bidimensionais da elasticidade, € uma extensao
do problema do potencial plano. A resposta, nesse caso, € obtida na forma da solugao de uma
equacado diferencial, nas componentes do vetor deslocamento, apos a aplicagdo de uma carga
tipo distribuigdo &-Dirac na dire¢do de um dos eixos coordenados do plano, em um ponto
genérico do dominio do problema.

Obtém-se, inicialmente, a partir das exigéncias de equilibrio e de compatibilidade da
elasticidade, as expressdes das componentes do deslocamento em pontos do interior do
dominio, como fun¢dao dos valores prescritos no contorno, em termos de componentes de
deslocamento e de vetores de Cauchy (tractions). Depois, estende-se esse resultado para

pontos do proprio contorno, chegando-se, finalmente, as equacdes integrais que permitirdo a
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aplicacdo do método aproximado, cuja solugdo final resultara da resolugdo de um sistema de
equacdes algébricas em que as incognitas sdo as componentes de deslocamento e as
componentes das tractions, no contorno.

Mostra-se, a seguir, o esquema baseado no BEM, através do qual serdo obtidos o
tensor gradiente de deslocamentos e o tensor tensdo, nos pontos de um caminho eliptico, em
que os dois eixos tem valores arbitrariamente fixados.

No caso da mecanica da fratura necessita-se das componentes do tensor tensao e das
componentes do tensor gradiente de deslocamentos, em pontos do interior do dominio plano,
o que devera ser fornecido, de forma aproximada, a partir da utilizacdo de um programa
automatico no qual ¢ utilizado um elemento de contorno reto, com fungdes de interpolagao
lineares.

A equacdo integral que fornece as duas componentes cartesianas do vetor

deslocamento em pontos do dominio, segundo Brebbia e Dominguez (1989), ¢ dada por:
* *
R R

onde P ¢ um ponto genérico no interior do dominio £ , e S um ponto, também genérico,
situado na fronteira I' desse dominio. As solugdes fundamentais, u*ij e p*ij, que aparecem nas
integrais do segundo membro da Eq. (5.15), sdo respostas a aplicagdo de distribui¢des d-Dirac
associadas a direcao j. Essas fungdes, validas para o caso bidimensional, sdo dadas, segundo

Brebbia e Dominguez (1989), através das seguintes expressoes:

* 1
u;;(P.S) =m[(4v— 3)6; Inr +7,7,;] (5.19)
€
Py (P.5) = o U0 =200 + 20y b+ (=207 =) 20

Para que se obtenham as componentes cartesianas do tensor gradiente de
deslocamentos e do tensor de tensdao ¢ necessaria a derivagcdo da Eq. (5.18) em relacao a xy.

Assim:

;  (P) = ) u  (P.S)p;($)ds - ) Py (P.S)u;(5)ds. (5.21)
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Observe-se que, por ser a derivagdo parcial feita em relacdao a variavel xx, no ponto P
do interior do dominio, isso ndo afeta as variaveis dependentes de S, ponto da fronteira.
Assim, desde que seja assegurada a continuidade das fungdes integrandas, passa-se a
derivacdo para o interior das integrais do segundo membro da Eq. (5.21). Vé-se, portanto, que

. ~ ~ . * *

a derivagdo somente afeta as solucOes fundamentais u j; € p ij , que dependem do ponto
interior P. Em resumo, somente sdo calculadas as derivadas parciais das solugdes
. * * o~ ., .
fundamentais u ;; € p ;;, em relagdo a variavel xi, entendendo-se que o seu sinal deva ser
invertido, para que se mantenha a convencao tradicional de » ; como sendo a derivada do raio
em relagdo a varidvel relacionada com o ponto da fronteira. Efetuando-se as devidas

derivacoes, resulta:

1

z]k(PS) Sl 0y { [(3 4v)6~+2r,ir’j]—r.6‘ —r-é-k} (5.22)

Iy Jk s J L

*
p_il-’k(P,S) —2-4 (-0 {2rn[(2v—l)617r,k —4rjr,jr,k +”,i‘5jk + r,jéik] +

(5.23)
+(1=2v)[n (S =2rr )+ 2mr g —niéjk —n 051 =2r;r jn;},

onde u ¢ o modulo de elasticidade transversal e r,, = ¥y, com i, j, k, [ =1,2. Substituindo-se

as Egs. (5.22) e (5.23) na Eq. (5.21), obtém-se as derivadas das componentes do vetor
deslocamento, com as quais pode ser composto o tensor gradiente do vetor deslocamento, isto

é:

(Vu); =u; (5.24)

i,j°
Obtido esse tensor, pode-se chegar a expressao da densidade de energia, ¢, da qual se derivam

as componentes do tensor tensao, a saber:

E v

T. = O.u tu, tu 5.25
o2+ vy|1-20 Y “omm (5.25)

Com as componentes do tensor gradiente dos deslocamentos Vu e do tensor tensdao T,
nos pontos do caminho eliptico de integragao, pode-se efetuar, tal como ¢ feito no capitulo 4,

o célculo da interal J e do parametro G..
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A técnica de subelementacao

No intuito de melhorar a precisdo dos resultados, ja que as integragdes, no método dos
elementos de contorno, envolvem funcdes portadoras de elevado grau de singularidade,
utiliza-se uma eficiente técnica que consiste na possivel subdivisao de um dado elemento reto
em subelementos, a decisdo ficando por conta da distancia do ponto de colocacao em relagao
ao elemento. Em sequéncia, realiza-se a integracdo numérica no dominio do subelemento,
com auxilio do método de Gauss-Legendre, usando-se, no caso do Elcfrat, o mesmo nimero
de pontos de integracdo utilizado nas integracdes sobre os elementos que ndo precisarem de
subelementacao.

Para isso usam-se duas opcdes, segundo o seguinte esquema: na primeira, imagine-se
um elemento P;P,, e o ponto de colocacdo Py, cujas posi¢des relativas estdo indicadas na
figura 8. A localizagdo de um ponto genérico do segmento PP, ¢ feita através da seguinte

expressao:
P=F+at,

onde 0 < a <L, sendo L o comprimento do elemento, e

b

Lo Th T
L L )

o vetor unitario da direcao P, P;.

Para se formular um critério de subdivisdo do elemento P;P», a seguinte condicdo serad

estabelecida, no primeiro caso, em termos de distancias. Assim:

d(P,P)=d(R,.P) (5.26)

Como

d(P,P)=[(x=x,)> +(y—1,)> €d(Py,P) = |(x - x,)* + (¥ = ¥o)’ »
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entdo, a substitui¢ao desses valores na Eq. (5.26) leva a defini¢do do valor do parametro

localizador «, isto é:

o= _£ (xl _)CO)2 + (yl _y0)2 ) (5.27)
21 (%, = x)(x; = x) + (v, = ) = »)

Pelo observado na figura 8a, se 0 < a = L, entdo o ponto P(x,y) definird o
subelemento PP. No entanto, se @ < 0 ou a > L, entdo um segundo critério deverad ser

utilizado.

()

Figura 8 — Posi¢des relativas do ponto de colocagdo em relagdo ao elemento retilineo

A figura 8b ilustra o segundo critério, para a definicdo do subelemento, caracterizado

pela seguinte condic¢ao:

d(P,R)=d(P,B). (5.28)

onde o ponto genérico P, pertencente ao segmento PP,, agora ¢ dado através da seguinte

expressao:
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= T TN ) g :
P=R+ft sendo0<f=<L,e t=( I ),ovetor unitario da dire¢ao P Ps.

As distancias de P a P; e de P a P, sao dadas, respectivamente, por:

d(P,R) =J(x-x) +(y-2) € d(P,B)=+(x=x)* + (-3,

A aplicagdo da condicdo definida pela Eq (5.25) conduz ao seguinte valor de S

p= \/(x1 _x0)2 +( _y0)2~ (5.29)

Fica evidente que o valor de 8 ¢ sempre positivo, devendo, no entanto, obedecer a
condi¢do 0<f =< L.

Em sintese, devera ser seguido o seguinte roteiro para o teste e a aplicagdo do processo
de divisdo do elemento de contorno em subelementos:
1) Calcula-se a e B, correspondentes ao ponto de colocagao Py, usando-se as expressoes
(5.27) e (5.29), respectivamente;

2) Caso aatenda a condi¢do 0 < a < L, obtém-se o subelemento P, P,
onde P=(xi1+alx2-x1]; yitaly»-»i] );

3) Se a condi¢do anterior ndo for verificada, testa-se, nessa ordem, a segunda condi¢do, isto
¢, B = L. Caso esta seja atendida, entdo P=(x;+£(x2-x1); y1i+P(y2-11));

4) Se ambas as condigdes ndo forem atendidas, nao ¢ necessaria a aplicagdo da técnica de
subelementagao para o par (Py, PiP»);

5) Se couber a aplicagdo da técnica a um par (Py , PiP,), entdo a continuidade de sua
utilizacdo sera testada, podendo os dois critérios irem se alternando, até esgotar-se o

processo para esse par, passando-se, entdo, ao seguinte, e assim sucessivamente.
A integragdo numérica no subelemento
Imagine-se uma funcdo f(s), integravel, definida no elemento reto AB cujas

extremidades sejam dadas, respectivamente, através dos valores s, e s, do pardmetro s. Para

sua integragdo numérica num elemento de contorno, através do método de Gauss-Legendre,
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deve-se realizar uma mudanca da variavel s (comprimento de arco) para a variavel
adimensional & de maneira que esta assuma os valores -1 e +1, respectivamente, nas
extremidades A e B desse elemento. Para que tal condi¢do seja obedecida, admitindo-se que

s=a& +b, tem-se:

S, +8
a= a, b= b a

ds = ad§. 5.30
5 S ad& (5.30)

Para se realizar a integragdo em um subelemento contido nesse elemento reto, de
extremidades i e j, por seu turno, é necessario mudar-se da variavel & para a variavel 7, de
forma a que a integral, nessa nova varidvel, seja realizada entre n=-1 e n=+1, porque o

esquema de integragdo aproximado serd o mesmo, com base no método de Gauss-Legendre.

Assim:
E=pn+q  onde
=&, 4+ &
p=§2§,q=§2§ e d&=pdn. (5.31)

O caso do elemento reto com uma fungdo de interpolacao linear esta ilustrado na

figura 9.
.a—f-""ﬂ-ﬂd_-
A E L, F B
I ¥
£

Figura 9 - Subelemento de um elemento de contorno retilineo

Pode-se, também, concluir, usando as expressoes de s=s(§) e £&=&(n), que:

a=—t—1 e b=s -1 L (5.32)
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Considerando-se as Eqs.(5.30) e (5.31), a integral da funcao f{s) sera:

S é: 1

J J n=+ 41
[f(s)ds = a!f(S(f))df =ap [[(s(Em)dn =ap [gn)d§, (5.33)

n=-1
onde g(1n)=A(s(&(n))). Mas, de acordo com as Egs. (5.31) e (5.32):

;=8 _ Ly

2 27

onde L;;, tal como indica a figura 9, ¢ o comprimento do subelemento considerado. Conclui-se

ainda, a partir da manipulagdo dessas duas tltimas equagdes, que:

L, +2(s,-b)

e
1 L

3

onde b ¢ dado pela Eq. (5.30).

Embora, no presente caso, a opgao tenha sido por uma fungao de interpolagdo linear,
observe-se que o esquema ¢ valido, desde que o elemento seja reto, quaisquer que sejam as
funcdes de interpolagdo, pois, em nenhum momento cogitou-se de particularizar a fun¢do
/=1s).

No programa automatico Elcfrat (apéndice A), a técnica de subelementagdo ¢ usada,
tanto para as integracdes visando a montagem do sistema de equagdes algébricas do BEM
quanto para o céalculo das componentes do tensor gradiente do deslocamento. Além disso,
também ¢ utilizada para calcular os tensores tensao e de deformagdo nos pontos internos da
chapa, produzindo-se uma sensivel melhora na aproximagdao. No caso desse programa

automatico, a funcao f{s) foi tomada como linear, tal como ilustra a figura 9.

A APLICACAO DO METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO
AO PROBLEMA DA FRATURA

Mostra-se, a seguir, o esquema baseado no BEM, através do qual serdo obtidos, nos

pontos de um caminho eliptico, com a origem e os eixos arbitrariamente fixados, o gradiente
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do vetor deslocamento e o tensor de tensdo, permitindo o célculo aproximado das integrais
das Egs. (5.9) e (5.14), mediante a aplicacdo do esquema de integragdo de Gauss-Legendre.

O ponto de partida € a expressdo que fornece as componentes: 1) do vetor
deslocamento nos pontos do interior do dominio €2, em fun¢ao dos valores das componentes
dos deslocamentos em cada ponto do contorno dQ2 e 2) do vetor deslocamento e do vetor de

Cauchy (traction), no caso do problema elastico bidimensional,'® isto é:

u,(P) = - ) P (P.5)u;(5)dT + [ ulj (P.5)p;(s)dT. (5.34)

onde P indica um ponto genérico, no interior do dominio €2, e S, um ponto também genérico,
porém no contorno 92 desse dominio. Dai, as derivadas parciais das componentes do vetor

deslocamento sao dadas por:
* *
u;  (P) = i} uij’k(P,S) p;(s)dr - ,;gfz Py (P.S)u ;(S)dr. (5.35)

Observe-se que a derivagao parcial no indice &, em razao de ser aplicada ao ponto P do
interior do dominio, nao afeta as variaveis dependentes de S, ponto do contorno. Assim, desde
que seja assegurada a exigéncia de continuidade das fungdes, a derivagdo transfere-se para os

integrandos, no segundo membro da Eq. (5.35), indo afetar somente as solugdes

. * * ., . .. ~
fundamentais, u; € p;, que dependem da variavel P. As derivadas parciais das solugdes

. * * ~ . ~ ~
fundamentais u ; € p j;, em relagdo a xi, obtidas na Se¢do 5.4, sdo:

* 1
e
Py (P.S) = m{2r QU187 —4r i1 41,8+ 5y 1+
+(1-2v)[n,;(5; =2r,r ) +2nir’jr,k —niéjk —nkéij]—erir’jnk},

(5.36 b)

10 . s
A esse respeito, ver secao 5.4.
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onde Yoy =1, N, com i, j, k =12,

Com o auxilio das Egs. (5.36a, b), obtém-se, através da substituicdo na Eq. (5.16), as
componentes do tensor de tensdo T e do tensor gradiente dos deslocamentos, Vu, para os
pontos do caminho eliptico de integracao.

Tendo em vista as aplicagdes que serdo apresentadas, a titulo de exemplo, com auxilio
do programa automdtico aqui desenvolvido, convém utilizar as expressdes que ddo as
componentes desses tensores em funcdo das derivadas das componentes do tensor

deslocamento em um sistema cartesiano ortogonal. Assim:

Vu), =u, ; (5.37)
e

= £ v U, U U, (5.38)
o 2(l+u)|1-20 Sl

onde i, j € m assumem os valores 1 e 2.
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6 ASPECTOS EXPERIMENTAIS E NORMATIVOS SOBRE
PARAMETROS DE FRATURA

A determinagdo experimental de parametros de fratura serve a analise de estruturas
(ou de seus componentes) submetidas a ag¢des (mecanicas, térmicas etc.), auxiliando no
projeto, para garantir a integridade dos componentes ¢ a estabilidade da estrutura, durante a
vida util da construcdo. Além disso, serve também a manutencdo ou a recuperagao de
estruturas, com o objetivo de prolongar a sua vida segura util. Para isso, a mecanica da fratura
formula critérios através dos quais parametros resultantes da analise, em geral obtidos com o
auxilio dos métodos numéricos aplicados a mecanica dos materiais, sao comparados a seus
respectivos valores criticos, determinados experimentalmente.

A mecanica da fratura é, de fato, uma alternativa a teoria da elasticidade e a mecanica
dos materiais, j4 que nessas duas ultimas a hipdtese ¢ de que o sélido esteja integro, sendo
valida a hipdtese de continuidade do material. Na mecanica da fratura imagina-se que
descontinuidades estejam presentes desde o inicio, sendo que se busca avaliar, por seu
intermédio, o quanto o solido ¢ sensivel a presenga dessas descontinuidades, isto é, o quanto a
presenca delas pode leva-lo a ruina ou, no caso de se estabilizarem, a continuidade da
utilizacdo da estrutura pelo tempo de sua vida util. O caso classico ¢ considerar-se a
descontinuidade modelada, seja como uma pré-fissura eliptica, no interior do sélido, seja
como um entalhe, caso que corresponde a uma fissura que se inicia a partir da fronteira.

Seguindo-se o desenvolvimento historico da mecanica da fratura, a partir de Griffith,
no inicio da década de 1920, o primeiro parametro desse tipo que se buscou determinar em
laboratorio foi a energia superficial especifica de fratura, que aparece no seu conhecido
critério de iniciacdo de fratura. Segundo Griffith, esse parametro seria uma caracteristica do
material, o que, mais tarde, mostrou-se nao ser verdade. Além disso, devido a limitagao da
aplicabilidade do critério de Griffith somente para casos de materiais quase que perfeitamente
frageis, seu critério caiu em desuso.

A interpretacdo do fendmeno da fratura advinda da contribui¢do de Irwin, no final da
década de 1940, ensejou uma nova concep¢do sobre a determinagdo experimental de
parametros de fratura. A nogao de fator de intensidade de tensdo, decorrente da analise da
singularidade de tensdes em problemas bidimensionais, levou Irwin (1957) a propor a
determinagdo experimental de valores criticos de trés fatores de intensidade de tensao, o que

daria a base para a mecanica da fratura elastica linear.
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A determinagdo dos valores criticos dos fatores de intensidade de tensao traria o
desenvolvimento dos métodos experimentais, particularmente na caracterizacdo de materiais
metalicos, permitindo a realizacdo de ensaios de grande porte, j& que a necessidade de se
garantir a realizacdo dos ensaios no estado plano de deformacdo exigiria o rompimento de
chapas com grande espessura. Tabelas de fatores de intensidade de tensdo, para as mais
diversas configuracdes de pré-fissuras, em variados casos de condi¢cdes ambientais (altas ou
baixas temperaturas, presenca de hidrogénio, radiagdo, agentes corrosivos etc.), passaram a
ser preparadas com o intuito de prover os projetistas € os engenheiros de manutengdo de
instrumentos capazes de auxilid-los na avaliacdo da integridade de estruturas e seus
componentes.

A énfase na produgao de novos materiais e a competitividade internacional baseada na
exigéncia de qualidade, caracteristicas da crescente corrida tecnologica mundial,
principalmente apos a Segunda Grande Guerra, fizeram com que se estendesse bastante o
campo de aplicagdo da mecéanica da fratura, levando-a, naturalmente, a gerar diversas
subespecializagdes nos campos de estudo das rochas, das ceramicas, dos polimeros, do
concreto, do gelo, dos compdsitos em geral e da madeira, além de ter de se sofisticar ainda
mais, nos casos das aplicacdes as industrias da construcdo metalica, ferroviaria, naval e
offshore, aeronautica, nuclear e espacial.

Em razdo de o objetivo do presente trabalho ser a formulacdo de uma proposta tedrica,
visando ao aperfeicoamento da contribuicdo da mecanica dos materiais (mais particularmente
da mecanica do continuo) a mecanica da fratura, aqui sera dada especial atencdo a
experimentacao relacionada com a integral J. O intuito ndo €, propriamente, fornecer-se um
exaustivo conjunto de técnicas de ensaios e, muito menos, sugerir-se que os resultados
tedricos apresentados nos capitulos anteriores sao aplicaveis exclusivamente aos agos. O real
proposito € organizar o cenario para a apresentacao, em carater inicial, de uma proposta de
ensaio de laboratorio que permita a determinagdo do valor critico do parametro
termodindmico de fratura (e também da propria integral J).

Optou-se pela descricdo sumaria de procedimentos de ensaio de laboratério
normalizados pela American Society for Testing and Materials (ASTM) aplicados aos
materiais metalicos, cujo uso ¢ mais frequente em nosso pais. Para a organizagdo do resumo
que se segue, foi de muita valia, tanto o volume de informagdes quanto o contetido de carater
didatico encontrado em DeAquino e outros (1998)

Diversos organismos internacionais vém elaborando procedimentos normalizados de

ensaios, visando a medir a tenacidade a fratura dos materiais. Entre eles, destacam-se a
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Deutsche Industrie Normen (DIN), da Alemanha, a Britsh Standards Institute (BSI), do Reino
Unido, e a ASTM, dos EUA. A maior parte dos paises industrializados possui suas proprias
entidades normativas, mas a International Standard Organization (ISO) vem realizando

esfor¢os no sentido de que seja criado um padrao internacional de normalizagao técnica.

ENSAIOS PARA AS MEDIDAS DA INTEGRAL J E DO CTOD

O primeiro ensaio proposto para a obtencdo da integral J foi normatizado através da
E 813, da ASTM. A metodologia baseia-se na utilizacdo de uma curva que relaciona J com a
variagdo do pardmetro geométrico da trinca, Aa (valor estimado do avango da fissura, como ¢
definido nessa norma), a fim de se determinar um ponto da curva em que seja possivel
caracterizar-se a tenacidade a fratura. Este ponto, denominado Ji, ¢ definido como o valor de
J correspondente ao ponto proximo a iniciagao do processo de rasgamento ductil, responsavel
pelo processo de crescimento da trinca, caracteristico do caso da fratura ductil.

Em 1987, a ASTM elaborou seu segundo procedimento de ensaio para a determinagao
da integral J, baseado na norma E 1152. A figura 10 mostra a curva denominada J-R, ou curva
de resisténcia, que representa a variagdo de J em relagao a variagdo Aa, a partir de um
comprimento inicial de trinca, ay. Essa curva expressa a propriedade basica da tenacidade a
fratura, em regime elastoplastico. O desenvolvimento do procedimento de ensaio foi de tal
forma aperfeigcoado que passou a bastar um Unico corpo de prova para a determinacao de J.
Exigéncias de tamanho sdo especificadas, de modo a se garantir a manutencdo das condi¢des
geométricas capazes de assegurar o small scale yielding, ou escoamento de pequena escala,
que corresponde a localizacdo do fendmeno da plastificagdo, de forma a resguardar a

independéncia do resultado em relagdo a variagdes de tamanho e de geometria.
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—_—
fase 4 p—

/— Iniclo: fiinca sem carga

Figura 10 - Evolu¢do de uma fissura tipica dos agos
Fonte: Adaptada de DeAquino e outros (1998).

Os ensaios de fratura visando a obten¢do de J correspondem a metodologia
predominante na determinacao da tenacidade a fratura, particularmente nos casos em que o
comportamento do material extrapola o limite elastico linear. Nos EUA e em muitas outras
partes do mundo, incluindo o Brasil, a preferéncia € por ensaios desse tipo. No Reino Unido,
entretanto, predomina o uso do ensaio de tenacidade baseado no Crack Tip Opening
Displacement (CTOD). Esse procedimento de ensaio foi primeiramente normalizado pela
BSI, em 1979. No entanto, a ASTM, pressionada por algumas industrias dos EUA,
principalmente as de soldagem, padronizou ensaios baseados no CTOD, publicados em 1989

como a norma E 1290.

OUTROS ENSAIOS PADRONIZADOS

Os ensaios anteriormente descritos sdo realizados sob carregamentos lentos, aplicados
em forma quase estatica. A aplicacdo de um carregamento dinamico pode influenciar bastante

o comportamento dos materiais a fratura. A norma E 399, da ASTM, possui um anexo que
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trata do ensaio dinamico para a determinacdo do Kj4, a tenacidade dindmica, medida em
estado plano de tensdo. Note-se que, até agora, ainda ndo existe qualquer norma estabelecida
para a obten¢ao de J em regime dindmico, mas somente para o fator de intensidade de tensao
dindmico, K 14.

A capacidade de interrupg¢ao do crescimento de uma trinca, para um dado material,
também ¢ quantificada através de um parametro caracteristico da tenacidade. O ensaio que
fornece a tenacidade de parada de trinca (crack arrest) ¢ normatizado através da E 1221, de
1988.

Embora ainda ndo divulgada, estd sendo desenvolvida pela ASTM uma metodologia
especifica para o tratamento de problemas relacionados as soldas, tais como: localizagdao da
trinca, processo de pré-trincamento no corpo de prova, tensdes residuais etc. Nesse método,
de acordo com os estudos ja realizados, a tendéncia é para que os ensaios € a analise dos

resultados sejam baseados em normas ja existentes.

OS PROCEDIMENTOS NORMATIVOS MAIS RECENTES DE ENSAIOS

Os comités técnicos da ASTM trabalham sob a exigéncia de que as normas sejam
reavaliadas de cinco em cinco anos. O Comité EO8, dessa entidade, responsavel pelas areas de
fadiga e de fratura, passou a adotar a tendéncia mundial de unificagdo dos procedimentos de

ensaios para a obten¢ao da tenacidade a fratura. Dentre tais procedimentos, destacam-se:

a) A norma combinada de J

Trata-se da norma E 1737, aprovada em 1996, que inclui os procedimentos de ensaios
para a obten¢do da curva J-R, e do valor de Ji, além de estabelecer regras para a
caracterizacdo de uma tenacidade a fratura associada a um ensaio de J terminado por uma
fratura instavel, ou fragil (J;, ou J de clivagem). Outra novidade, trazida pela £ /737, ¢ a da
inicializagdo dos dados, para a defini¢do do tamanho da trinca inicial, na curva J-R. Através
dessa determinacgao, evitam-se erros na obtengao de Jj., a partir de um ajuste linear dos pontos

da curva J x Aa, conforme mostra a figura 11.
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Figura 11 - Ajuste de inicializa¢do de Aa

Fonte: Adaptada de DeAquino ¢ outros (1998).

b) A norma unificada de tenacidade a fratura

Desenvolvida para incorporar praticamente todas as metodologias de ensaios de
obtencdo da tenacidade a fratura, a E 1820, publicada pela ASTM em 1997, objetiva medir,
através de um unico procedimento, os valores de K, J e CTOD. Isso porque as metodologias
para a determinacdo desses parametros utilizam, essencialmente, os mesmos corpos-de-prova
e os mesmos procedimentos. Dessa forma, a norma unificada produz resultados de
tenacidade, em termos de Kj., sempre que o ensaio revela um comportamento do material
proximo ao elastico linear; no caso da ocorréncia predominante de um comportamento

elastoplastico, os valores da tenacidade sao baseados em J ou no CTOD.

¢) A norma de fratura para a transi¢do ductil-fragil

Aprovada em 1997, ¢ a E 1921 a norma ASTM centrada na obtencao de valores
médios e limites de confianca para a tenacidade a fratura, na regido de transicdo ductil-fragil
em acos. A caracterizagdo da tenacidade, na transi¢do ductil-fragil, tem grande utilidade

pratica, em particular na induastria de vasos de pressao e nuclear.
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SUGESTAO DE EXPERIMENTO PARA A DETERMINACAO DO PARAMETRO
TERMODINAMICO CRITICO g

Como consequéncia da proposta tedrica esbocada no presente trabalho, sugerem-se
aqui as linhas gerais de um método experimental para a determina¢do do valor critico, yg, do
parametro termodinamico de fratura. Evidentemente, entende-se que nao ¢ o caso de entrar
em minucias, pois somente a experimentacao real podera dar conta de aspectos importantes,
no sentido da eliminagdo completa de toda dubiedade, exigéncia fundamental para a
padronizagdo de um método de ensaio. Pretende-se, pois, que esses elementos iniciais sirvam
apenas como sugestdo para um projeto de trabalho experimental que, caso se confirme a
utilidade da proposta tedrica aqui sugerida, seja capaz de produzir um verdadeiro método de
ensaio para a determinacdo precisa de yg. Esse pardmetro, que tem a dimensdo de forca, cuja
concepcdo ¢ apresentada no capitulo 4, fornece, experimentalmente, a medida da
sensibilidade da energia de deformacao de uma parte P da chapa, em relagdo a variagdo de um
pardmetro geométrico da fissura (comprimento do entalhe).

Consideracdes gerais - Denomina-se parte P, uma regido da chapa plana a ser
ensaiada, limitada externamente por um segmento de superficie cilindrica de base eliptica.
Portanto, P ¢ um segmento de cilindro oco, cuja altura € a espessura da chapa, que contorna a
aresta vertical de um dos entalhes. A modelagem teorica simplificada do problema, como um
estado bidimensional de elasticidade, permite que a chapa seja representada por seu plano
médio. Assim, a descri¢ao da regido P, quase sempre sera feita como se ela fosse contida
nesse plano médio, e a fronteira tida como eliptica,'' ao invés de uma superficie cilindrica. A
utilidade de y& (F) € constituir um critério de fratura termodinamicamente consistente, isto €,
baseado num modelo no qual tenha sido considerada a producdo e dissipa¢ao de calor na
vizinhanga da extremidade de uma fissura que avanca. A obtengdo desse parametro, que nao
possui a propriedade da independéncia do caminho, refere-se a uma determinada parte da
chapa, delimitada por um dado caminho eliptico. Assim, o parametro yg (F) depende da parte
P escolhida no solido. Logo, ele ndo ¢ uma propriedade do material, mas de uma porcao do
solido, tanto que, no critério de fratura em que entrar, a comparagao tem de ser feita com um
valor tedrico, obtido pela via do modelo matematico e computacional, referente aquela mesma
parte P. Naturalmente, ¢ conveniente a realizagdo de analise dimensional, que fornega

relagdes de semelhanga entre prototipo e modelo.

" Ver figura 5, no capitulo 4.
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Objetivo do ensaio - Determinar o parametro termodindmico critico de fratura yg (F),
associado a uma parte arbitraria, P, de uma chapa de espessura B(L) constante.

Preparacao do corpo de prova. Devem ser feitos, previamente, na chapa, dois entalhes
angulares iguais, e simétricos (figura 12) em relag@o ao eixo longitudinal da peca, devendo ser
realizados os procedimentos capazes de assegurar a maxima atenuacdo possivel das tensdes
residuais surgidas em decorréncia do processo de entalhamento. Extensometros elétricos de
resisténcia (strain gages), do tipo roseta, devem ser colados em ambas as faces da chapa, em
pontos previamente determinados do segmento de elipse que delimita a regido P. A fixacao
dos pontos de colagem das rosetas deve guardar coeréncia com o experimento numeérico feito,
previamente, com um modelo semelhante ao da chapa utilizada como corpo de prova.

Quanto a espessura da chapa, sabe-se que uma chapa fina, submetida a carregamentos
e a restricoes de deslocamentos especiais, orientados segundo direcdes contidas em seu plano
médio, reproduzem o que se convenciona chamar, na elasticidade bidimensional, de Estado
Plano de Tensdo (EPT). Na verdade, ¢ uma situagdo que ndo guarda consisténcia com as
equacdes de compatibilidade da Elasticidade, embora tenha grande utilidade, enquanto
aproximacao, quanto menor seja a espessura da chapa. A outra possibilidade de problema
plano ¢ o Estado Plano de Deformacdo (EPD), em que um so6lido, também com um
carregamento especial do mesmo tipo, pode ser estudado em uma se¢do plana, representativo
do que ocorre a certa distancia de seus apoios laterais. O EPD ¢ um estado elasticamente
compativel, mas nao adianta aumentar-se a espessura de uma chapa, em um ensaio de
laboratorio, na ilusao de que o EPD venha a ser atingido, porque isso levaria a necessidade de
chapas tdo espessas que os equipamentos de laboratorio teriam de ser extremamente potentes.
Mesmo assim, o resultado ainda seria aproximado, porque so seria exato se a espessura fosse
infinita.

Do ponto de vista do célculo automatico, o0 mesmo programa pode resolver problemas no
EPD e no EPT, bastando, para isso, no caso de um soélido isétropo, por exemplo, que se mude
um unico valor no arquivo de dados, alterando o valor coeficiente de Poisson. Desse modo, a
espessura da chapa, no ensaio, deve ser a menor possivel, levando-se em conta, para isso,
principalmente a questao da boa fixagdo das garras do equipamento, para produzir a restri¢ao

de deslocamentos controlada, nas extremidades do corpo de prova.
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extensometros elétiicos de resisténcia

Nl
T 9)

Figura 12 — Chapa a ser ensaiada para a obtengdo de G,

As demais dimensdes, no plano da chapa, devem ser tais que deixem o espago
adequado para a boa colagem das rosetas de extensometros elétricos de resisténcia e garantam
um razoavel afastamento das extremidades ligadas a maquina, para diminuir a perturbacao
devida a inevitaveis efeitos localizados, decorrentes da fixagao do corpo de prova.

Descricdo do ensaio - Na direcdo do eixo longitudinal da peca devem ser aplicadas,
em ambas as extremidades, uma restri¢do positiva de deslocamento, constante em todos os
pontos de ambas as se¢des transversais acionadas pelo equipamento de carga. O processo de
deformacdo deve ser o mais lento possivel, de forma a assegurar o regime quase estatico e
isotérmico.

As medidas das trés componentes planas de deformagdo, sobre os predeterminados
pontos dos caminhos elipticos iguais, desenhados sobre as faces da chapa, deverdao ser
tomadas pelos strain gages, em intervalos de tempo regulares, durante o periodo de realizacao
do ensaio. Os resultados deverao ser as respectivas médias dessas medidas em cada par de
pontos da placa opostos pelo plano médio. O esquema de aquisi¢ao de dados devera alimentar
um equipamento capaz de realizar as médias, para cada qual das trés componentes planas de
deformacao medidas. Essas médias, entre os respectivos valores, tomados nas duas faces,
deverdo, por sua vez, alimentar um sistema capaz de realizar a integral sobre o caminho
eliptico, em tempo real, fornecendo o valor de G; (F), em intervalos de tempo regulares. A
informacao sobre o instante de iniciagdo do processo de fratura, que devera ser obtida
opticamente, no momento em que a medida G; fornecerd o valor critico ¥ (F), devera ser
registrada, dentro da cronologia do ensaio. A saida dos resultados também poderd ser na

forma gréfica, fornecendo algo semelhante a uma curva de G, x tempo.
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Sobre a metodologia - A experimentagdo numérica, complementar a de laboratdrio,
centra-se na obtencdo aproximada de dois resultados importantes: o primeiro, anterior a
experimentacdo de laboratorio, refere-se a determinacao das coordenadas dos pontos do
método de Gauss, para a integracdo numérica aproximada, nos quais deverdo ser coladas as
rosetas de strain gages no corpo de prova. O segundo resultado diz respeito ao calculo do
valor limite do parametro G(F), com o auxilio do BEM, ou do MEF, que devera ser feito para
o mesmo caminho eliptico usado na experiéncia de laboratorio. Em particular, o programa
automatico desenvolvido no presente trabalho (apéndice A), realiza, via BEM, o processo
numérico iterativo que conduz ao valor limite de Gy(F). Uma parte desse esquema, que realiza
o processo de integracdo numeérica, pelo esquema de Gauss-Legendre, devera ser adaptada ao
equipamento de integracdo acoplado ao equipamento de aquisi¢dao dos dados no laboratorio.

Obtido o valor de y& (F), a partir do ensaio de laboratério, deve-se realizar uma nova
experimentacdo numérica, usando-se o programa automatico em que o dado GAMMA, que
poderia ser fornecido como um valor positivo arbitrario, sera fornecido como o valor medido,
ve (F). Tal como mostra o apéndice A, a saida do programa inclui o dngulo de orientacdo da
fissura e o valor limite de G (F). Caso esse ultimo valor venha a ser diferente do y& (F)

medido, podem-se aventar, por exemplo, algumas hipdteses, ndo necessariamente exclusivas:

1. O experimento foi mal realizado, por conta da falta de cuidados com a colagem dos
extensometros ou com a fixagdo do verdadeiro ponto, a partir do qual o processo de
crescimento da fissura se iniciou etc.;

2. A velocidade do ensaio foi maior do que aquela capaz de assegurar o carater de regime
quase estatico e isotérmico do processo;

3. Os valores do modulo de elasticidade transversal e do coeficiente de Poisson fornecidos
ao programa automatico ndo correspondem aos do verdadeiro material do corpo de prova;

4. A dissipacao de energia na vizinhanca da extremidade do entalhe alterou de tal maneira os
valores das deformagdes, nos pontos do circuito eliptico, mesmo estando este circuito
imerso em uma regido hipereldstica, que o modelo elastico, do programa automatico, foi
incapaz de simular uma razoavel aproximagdo. Evidentemente, s6 a experimentagcdo
podera levar ao aperfeicoamento da ideia de se caracterizar um material a fratura, a partir
do parametro termodinamico aqui proposto. A intengdo ¢ mostrar que a proposta teorica

apresentada tem possibilidade de ser posta a prova, na pratica.



136

Por ultimo, convém registrar que Faucher (1994), partindo de uma série de
contribui¢des anteriores por ele sistematizadas, propds a medida experimental de J critico
com auxilio de um ensaio de tracdo. Sua justificativa estd baseada numa referéncia a Hancock
e outros (1993 apud FAUCHER, 1994), segundo o qual, a curva J-R pode alterar-se
significativamente, em razdo do tipo de carregamento aplicado, ndo valendo, segundo ele, a
crenga de que os ensaios do tipo ASTM fornecam uma medida standard, capaz de caracterizar
plenamente o comportamento a fratura, seja da peca, seja do material. Embora o sentido da
presente proposta ndo seja o mesmo daquela de Faucher, vale registrar que a ideia da
realizacao de ensaios de tragdo, visando a obtencdo de parametros de fratura, ndo ¢ uma

original, definida no presente trabalho.
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7 FUNDAMENTOS MATEMATICOS

Apresenta-se, a seguir, um conjunto de desenvolvimentos matemadticos e resultados
uteis ao objetivo da construcdo da teoria termodinamicamente consistente da fratura.
Naturalmente, a maior parte das proposi¢des nao sdo demonstradas, mas isso pode ser
encontrado em textos sobre mecanica do continuo e analise de sensibilidade apresentados nas

referéncias.

ELEMENTOS DE ALGEBRA E DE ANALISE TENSORIAL'

Tensores

Seja E o espaco euclidiano pontual tridimensional. Os elementos desse espago sdo
denominados pontos. A expressao vetor sera adotada para os elementos do espaco vetorial

associado, V. A diferenga entre dois pontos quaisquer, x € y de E, define um vetor v, tal que:
V=Xx-) € —-V=y-X (7.1)
A soma de um ponto e um vetor define um ponto, isto ¢é:
y=X+V. (7.2)
A soma de dois pontos ndo possui significado.

Escolhida uma base ortonormal {e;}, em V, a origem o de E e essa base formam um

sistema de referéncia, ou referencial de E. Dai, todo ponto de E pode ser escrito como
X= (x - 0) +o0,
sendo suas coordenadas relativas a {ei}, definidas por:

X, = (x - 0).e.

1

(7.3)

"2 Paraa organizagdo desta se¢do, valeu-se basicamente da sintese encontrada em Feijoo (1978).
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na qual o ponto ¢ usado para indicar o produto interno (ou escalar) de dois vetores.
A defini¢do de produto interno de um vetor qualquer u por si mesmo, leva, de uma forma

natural, ao conceito de norma de um vetor:
u| = Vu.u. (7.4)

Tensor: chama-se tensor a qualquer transformacao linear T: V—V, sendo V o espago vetorial
associado ao espago euclidiano pontual E. Isto significa que 7 associa a cada vetor v&) um

unico vetor uey:

u="Tyv. (7.5)
Entende-se por transformagao linear a aplicagdo que possui as seguintes propriedades:

T(u+v)= Tu+Tv Yu, v EY, (7.6)

T(au)=aTu Ya € IR, YueV. (7.7)

O conjunto de todos os tensores T: V—V, ¢ denominado Lin. Se em Lin definimos a

adicao de dois tensores por:

(T, + T, Ju=Tu+T,u Yuey (7.8)
e a multiplicagdo por escalar:

(@T)u=cTu VTELin, V<R, YuEY, (7.9)

entdo Lin, munido dessas duas operagdes, € um espago vetorial. Neste espaco existe um tensor

nulo, representado por 0, tal que:

Ou=0 Yuey. (7.10)

Observe-se que o simbolo 0 também esta sendo usado para representar o vetor nulo de

V. O tensor identidade, designado por I, ¢ tal que:

Iu=u, VYuel (7.11)
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O produto de dois tensores, T e S, indicado por TS, ¢ definido como a composi¢ao de
ambas aplicagdes, isto €:
TS =ToS, onde
(TS)u = T(Su) (7.12)
Verifica-se que o produto de tensores possui as seguintes propriedades:

a) Associativa:

T(SD)=(TS)D; (7.13a)
b) Distributiva, em relagdo a adi¢ao de dois tensores:

T(S+D)=TS+TD, (7.13b)
(S+D)T=ST +DT (7.13¢)

e distributiva, em relacdo a adi¢do escalar:

(a+b)T =aT+5T Va,bEIR, (7.13d)
(]
IT-TI-=T. (7.13¢)

Quando TS =ST, diz-se que T e S comutam, embora esta ndo seja uma propriedade
valida no conjunto de todas as aplicacdes lineares de V em V.
A defini¢do do produto de tensores permite que se tenham poténcias de um tensor.

Assim:
T =1, T'=T, T* =TT...etc. (7.14)
A associatividade do produto permite que se tenha:

Tm+n = Tan = TnTm . (715)
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A partir dos conceitos anteriores, define-se polindmio de um tensor T como sendo:
f(M=al+aT +..aT +..a,T",a,EIR, (7.16)

uma func¢do tensorial de argumento tensorial, que pode ser associada a um polindmio de grau

n, com coeficientes ag, ai, ...ax.

Tensor transposto: o transposto de um tensor arbitrario T € o tnico tensor, T', com a sequinte

propriedade:
Tu.v =u.T'v, Vu, vEV. (7.17)

Dai resulta que:

(S + T)T uy = u.(S + T)V =uSv+u.Tv=S"uv+T uv-= (ST +T" )u.v (7.18a)
e
(@S) uv =u(aS)v =au.Sv=aS"uyv Yo<IR, (7.18b)

0 que assegura ser a transposicdo uma operacao linear que associa cada tensor de Lin a seu

transposto, também em Lin.

O transposto do produto de dois tensores possui a seguinte propriedade:

(ST)" =T"'S". (7.19)
De fato:
(ST) w.v =u.(ST)v = u.S(TV)=S"u.Tv = (TTST )u.v. (7.20)

Da mesma maneira, pode-se mostrar que:
T
(s7) =s.

Diz-se que um tensor ¢ simétrico se:
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S=S", (7.21)
e antissimétrico se:
S=-S". (7.22)

Todo tensor admite uma decomposigao Unica:

S =symS +skwS. (7.23)
em que

S+S"
symS = (7.24)

¢ a parte simétrica de S, e

(7.25)

T
ska=(S'S )

¢ a parte antissimétrica de S.
Por ser a transposicao uma aplicagdo linear de Lin em Lin, segue-se que:

(1) Toda combinagao linear de tensores simétricos € um tensor simétrico, e

(2) Toda combinagao linear de tensores antissimétricos ¢ um tensor antissimétrico.

Assim, o conjunto de todos os tensores simétricos, que serd denominado Sym, e o dos
tensores antissimétricos, que serda denominado Skw, sdo dois subespacos de Lin. Convém
observar que o produto de dois tensores simétricos (respectivamente, antissimétricos) nao ¢é

necessariamente um tensor simétrico (respectivamente, antissimétrico).
Outros resultados dignos de nota sdo os seguintes:
(1) Seja EESym e WESkw, tensores arbitrarios, logo:

u.Wu=0, YuclV (7.26)
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que, para ser demonstrado, basta usar-se a defini¢do de tensor transposto, da Eq. (7.17), e de

tensor antissimétrico, dada pela Eq. (7.22). Para um vetor u, arbitrario, tem-se:
wWu=Wlwu=-Wuu = 2(u.Wu) =0.

Seja S=E+W, logo:

u.Su = u.(E + W)u =uwEu Vue/r. (7.27)

Produto tensorial: o produto tensorial de dois vetores u, v&V, representado por u®v, ¢ um

tensor que a cada vetor wEJ associa um vetor paralelo a u, dado por (v.w) u, isto ¢:
(W@vw=(v.wu, VweV (7.28)

Observe-se que u®v: V—JF ¢ uma aplicagdo linear, portanto, um tensor. Com base na

definicio de produto tensorial, verifica-se que:
@ Wev) =(veu) (7.29)
Demonstracio:

Sejam d, w €V, vetores arbitrérios. Utilizando-se propriedades anteriores, tem-se:
(u®v) dw=d(u®v)w =du(v.w)= (v.w fu.d)= v(u.d).w = (v ® u)d.w;
b) (u®v)c®d)=(v.c\u®d) (7.30)
Demonstracio:
Seja weV/, logo:
(u ® V)(c ®d)w = (d.w)(u ® v)c = (w.d)u(v.c) = (V.c)(u ®d)w;
(c) Seja {e;} uma base ortonormal de V, isto &, e;. e/=8;, delta de Kronecker, entio:

I=(e1®e1)+(e2®e2)+(e3®e3). (7.31)
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Demonstragdo: Basta provar que 0, ; (er ®e; )v = v. De fato, se v=v; ej, tem-se:
6kj(ek ®ej)v =0,,v, (ek ®ej)er =0,v.e0, =v.e =V

Produto antissimétrico: dados u, v&V, arbitrarios, o tensor antissimétrico u® v-v®u sera

representado por u! v, denominado produto antissimétrico ou produto externo.

Componentes de um tensor: Até aqui o trabalho com tensores limitou-se a estuda-los com o

auxilio das defini¢des e regras de composi¢do. Da mesma forma como os vetores, em V, sdo
independentes da base escolhida para representa-los, os tensores, em Lin, também sao
entidades independentes de qualquer base desse conjunto. No entanto, escolhida uma certa

base, podem-se determinar as componentes do tensor nessa base de Lin.

Considere-se em V uma base {e;}, ndo necessariamente ortogonal, chamando-se gjj 0s

escalares provenientes do produto interno e;. €;, isto €:
€;.€; =g, (7.32)

Em razdo de {e;} ser uma base, segue-se que o determinante da matriz [g;;] € diferente

de zero. Existe, portanto, a matriz inversa, denominada [gij]. Logo:
g'g,, =0"%. (7.33)

Resulta da Eq. (7.32) que [gjj] € uma matriz simétrica. Por outro lado, dada uma base

{ej} pode-se definir outra base, {ei}, denominada base dual de {e;}, que fica determinada de

modo unico, através da condicao:

e'=g'e, ou e =g e (7.34)
Das Egs. (7.32), (7.33) e (7.34) resulta que:

ee =07 e eel=g", (7.35)

comi,j=1,3.
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Demonstra-se que sdo bases de Lin os seguintes conjuntos de tensores:
e ®e | e, @i}, ¥ ®el] e {ei ®ejjl (7.36)

Dessa maneira, um tensor pode possuir as seguintes representagdes possiveis, em

funcdo de suas componentes nessas bases:
T= Tij{ei ®ej}= T”{ei ®ej}= Ti,-{ei ®ej}= T j{ei ®ej} (7.37)

As relagdes entre as diversas componentes podem ser deduzidas a partir da definicao

de produto tensorial e das Eqgs. (7.32) a (7.35). Por exemplo:

Z‘i{ei ®ej}= Tgke, ®e =T e, ®el.

Dai,

T=T; " (7.38)

Em particular, 7 e Tij recebem os nomes, respectivamente, de componentes

contravariantes e covariantes de T, enquanto T° jeT; J sdo denominadas componentes mistas. A

notacao explicitada através da Eq.(7.37) permite que se reconhega, facilmente, dado um vetor

v, em que base o vetor Tv esta representado, quando T, por exemplo, estd expresso como

T=T; e ® ¢. De fato, em razdo da defini¢do de produto tensorial, resulta que Tv esta

. \ k . k
representado por suas componentes relativas a base {e }. Com efeito, suponha-se v = v ey.

Entao:
_ _ i AW k(i i _ kig Jj _ Jai
u-Tv-Y’i_j(e ®e )v e, =T,v (e e )ek =T,v'ed, =Tyv'e
. .
onde u=u;e , com u;~= Tijv'.

A partir das defini¢cdes anteriores, pode-se expressar a multiplicacdo de tensores € o

tensor transposto em termos de suas componentes, tal como a seguir.

a) Multiplicagdo de tensores:
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B=TS=T;(¢' ® ¢) S n(ex® e™) = T; S (e’ ® €™) 6 1) = Ty Sle' ® ™).
B=TS= Tl.j(ei ®e' )S"m(ek ®e“‘)= Tl.].Skm(ei ®e" )5/ = T;-kSkm(ei ®e'“)
Por sua vez,

B=Bimei®em = Bim =T;‘kSkm'

b) Transposto de um tensor:

T= Tl._l.(ei ®ej) = T'= sz(ei ®e")T = Tl.j(ej ®ei).

Por outro lado: T' = T; (ej ®e ),

logo 7, = TﬂT

i ~ © ;1 T
Se a base {e } for ortonormal, entdo a posi¢ao dos indices ¢ indiferente. Nesse caso as

componentes do tensor sao chamadas componentes cartesianas.

Traco de um tensor: define-se trago de um tensor TELin como a aplicagdo que associa ao

tensor um escalar, representado por #'T, que satisfaz a condi¢ao:
tr(u®v)= u.v (7.39)
Decorrentes da defini¢ao de trago de um tensor, valem as seguintes propriedades:

(1) A aplicacdo trT ¢ linear, ja que o produto interno o ¢;

(2) A expressao do trT, em fungdo das componentes, € a seguinte:
rT=Tule, ®e;)=Tg" =T, '=T', =T'g,

o que significa que #T estd bem definido;

(3) Seja u ® v um tensor arbitrario S, entdo:

trS=trS". (7.40)
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Com efeito,

tT=tr(u®v)=uv=va=trS", e

(4) Se S e T sao dois tensores arbitrarios de Lin, entdo:

tr(ST) = tr(TS). (7.41)
De fato, da Eq. (7.30) tem-se:

H®V)(c®d)] = tr[(v.C)u ®d)] = (v.c)u.d = tr{(d.u)c ® V)] = tr[(c ® d)(u ® V)]

e, da Eq. (7.31):

(5) tr(I) = tr(d;¢; ®e;) = J,¢;.€; = 5,5, = 3. (7.42)

Produto interno em Lin - define-se o produto interno (produto escalar) de dois tensores S e T,

simbolizado por S : T, como o escalar definido por:
S:T=tr(S'T). (7.43)
Mostra-se, a seguir, que essa defini¢do satisfaz as propriedades do produto interno:

(1) Simetria: S:T=T:S;defato, S:T=t(S'T)=tr(S'T)" =tr(T'S)=T:S;

(2) S:S! 0, VS, sendo que o valor nulo ocorre se e somente se S=0. De fato, em funcdo das

componentes cartesianas de S, tem-se:
S:S=1S, (e, ®e, J5,, (e, ®e,,)]=5,5,8,0,, =5,5,=Ss, J =o0.
7

Dai, se S : S =0, entdo Sjx = 0, para todo i, k. Logo S = 0, sendo a reciproca imediata.

A introducao do produto interno induz, de forma natural, o conceito de norma de um

tensor, representada por || . Entdo:

IS| = \tr(S"S), VSELin. (7.44)
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Algumas propriedades do produto interno de dois tensores:

(D) r(AS)=tr(SI) =1:S=S:1;

2) R:(ST)=(S'R): T.

De fato, R:(ST) =t7(R"ST) =tr(T'S'"R)=T:S'R=S"R: T;

3) w.Sv=S.(u®v),

pois S.(u®v) = tr|_ST(u ® V)J= tr|_STu ® VJ= STu.v = u.Sv,

onde se fez uso da identidade ST (u® v) = (STu)® v, que ¢ verdadeira, porquanto:

STU®v)w =ST[u®v)W]=STu(v.w) = (STu® v)w;

(4) Se SESym, entao:

S:T=S:T" =S.(1/2(T+T)=S: SymT), VIELin,

de fato:

S:T=r(STT)=1r(ST")=8:T";

(5) Se W &Skw, entao:

W:T=W':T"'

“W:T" = (1/2)W(T-T" )= W: SkwT, YTELin ;

(6) Se SESym e W ESkw, entdo:

S:W-=0,

consequéncia da propriedade (4), ou da (5), acima;

(7)SeT:S=0
(8)SeT:S=0
(9)SeT:S=0

VS, entdao T=0 ;
VS € Sym, entao T € Skw;
VT € Skw, entdo S € Sym.

(7.45)

(7.46)

(7.47)

(7.48)

(7.49)

(7.50)
(7.51)
(7.52)
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Determinante de um tensor: define-se como determinante, detS, de um tensor S, o

determinante da matriz [S] associada a S, a partir da escolha de uma base, isto é:
detS = det[S] (7.53)

Pode-se demonstrar que esta funcao ¢ bem definida, no sentido de que, a cada tensor S
corresponde um unico det S, isto significando que o determinante independe da representagdo

de S. Pode-se mostrar, também, que esta fungdo € ndo linear.
S ¢ inversivel, se existe um tensor, S, chamado tensor inverso de S, tal que:
SS'=S"'S=1 (7.54)

Partindo-se da definicdo de determinante de um tensor, pode-se mostrar que S ¢

inversivel, se e somente se det S = 0.

Valem as seguintes identidades:
(1) det(ST) = (detS)detT), (7.55)
(2) det(S")= detS. (7.56)

As demonstracdes dessas duas identidades dependem de alguns resultados encadeados
de Algebra Linear que ndo estdo contemplados neste capitulo; podem-se encontra-las em

Feijoo (1972).
(3) det(S™)=(dets )" (7.57)
Demonstracao:
Basta considerar que I =SS ¢, pela Eq.(7.55):
det(SS™ )= (detI) =1 = detSdetS™.
Decorre desse ultimo resultado que:

4) ST)' =T'S” (7.58)
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5) (8 =(sT)", (7.59)
o que justifica a notagdo ST=(S™)".

Diz-se que um tensor Q ¢ ortogonal se preserva o produto interno, quando aplicado a

um vetor de V, isto é:

wyv= (Qu)(QV) (7.60)
A condicdo necessaria e suficiente para que um tensor Q seja ortogonal é:

QQ"-Q'Q-1, (7.61)

0 que equivale a:

Q' =Q". (7.62)

Demonstracao: Suponha-se que Q preserva o produto interno, entdo, da definicdo de tensor

transposto, tem-se:
wv =(Qu).(Qv)= (QTQII).V e, portanto:
QQ'-Q'Q-1 = Q'-Q".
A reciproca, prova-se a partir da Eq. (7.62), mostrando-se que, se
Q'Q=QQ" =1,
entdo o produto interno € preservado e, portanto, Q € ortogonal, isto ¢é:
(Q"Qulv =Tuy =uy;

também (QTQII).V = Qu.Qv, o que significa:

(Qu){QV)=u.v.
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Dado Q € Orth, o conjunto de todos os tensores ortogonais, entao:
det Q =+1 oudet Q=-1 (7.63)

que se prova mediante consideracao das Eqgs. (7.51), (7.52) e (7.62).

Se Q€ Orth e det Q = 1, diz-se que o tensor Q ¢ uma rota¢do. O conjunto de todas as
rotagoes € representado pela notacao orth" .

Um tensor € positivo definido se a seguinte condi¢do seja verificada:

u.Su! 0, sendo que u.Su =0 se e somente se u = 0. (7.64)

DIFERENCIACAO

Sejam U e V dois espacos vetoriais normados e seja f: U — V, definida em uma
vizinhanga do zero de U. Diz-se que f{u) aproxima-se de zero mais rapidamente que u, ou que

¢ de ordem u, se a seguinte condicao ¢ verificada:

Hqui{{}! 0 ”ﬁ:ﬁ)”' (7:63)
Se f(u) satisfizer a essa condi¢do, diz-se que:

flu) =o0(u) , para u — 0 ou, simplesmente:

fu) = o(u).

Da mesma maneira, dadas duas fungdes, f'e g, diz-se que:

Slw) = g(u) + o(u), (7.66)

se a seguinte condicao se verifica:

f(u) - g(u) = o(u). (7.67)
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Observe-se que essa Ultima defini¢do tem sentido, mesmo se f'e g assumem valores em
E (espago euclidiano pontual). De fato, segundo se viu, (f-g) € um vetor que assume valores
em um espago vetorial associado a E.

Seja g uma fungdo a valores escalares, ou vetores, ou tensores, ou até mesmo pontos.

Suponha-se que seu dominio, D(g), seja um intervalo aberto de /R, entdo a derivada g(z), de

g em relacdo a ¢, caso exista, ¢ definida como:

&) = dig(t) = limi[g(t +a)-g(1)]. (7.68)
t a0 o/

Verifica-se, a partir da Eq. (7.68), que, se g ¢ uma func¢do que toma valores em E,
entdo sua derivada ¢ um vetor. Da mesma maneira, a derivada de uma func¢ao de valor vetorial
¢ um vetor e, para uma funcao de valor vetorial, € um tensor.

Diz-se que g € regular se existe ¢(z), para cada t€D(g), e se g(¢) € continua em D(g).

Da definicdo (7.68), segue-se que:
gt+a)=gt)+ag(t)=0(a), paraa—0. (7.69)

A parcela / g(t), em particular, ¢ linear em «, logo, de acordo com a Eq. (7.69), a

diferenca
gt+a)-g()

¢ igual a um termo linear em o mais um termo da ordem de a.
Para tratar com derivadas, em espacos de dimensdao maior que 1, a definicao de

derivada estard fundamentada no resultado anterior, do qual decorrem as seguintes defini¢des:

(1) A derivada de uma fun¢do g € uma aplicagdo linear que se aproxima de g(f + @) - g(?),

para valores pequenos de «;
(2) Sejam U e W dois espacos vetoriais normados de dimensdo finita, sendo C um
subconjunto aberto de U. Entdo g: D—W ¢ diferenciavel em x, se existe uma

transformacao linear:

Dg(x) : U—=W, (7.70)
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tal que

g(x+u) = g(x)+ Dg(x)[u]+ o(u) para uf + 0. (7.71)
A seguir, mostra-se que, se Dg(x) existe, entdo ¢ Unica. De fato, da Eq (7.71), tem-se:

g(x-+u)-g(0) - Dg(xful= o (u).

logo:

Dg(u]= lim [g(x+au) - g(x)] = d%g(x +au)

a—

a€IR a=0

Seguindo-se as defini¢des, Dg(x) ¢ a derivada de g em x. Como quaisquer normas em
espacos vetoriais finitos sdo equivalentes, entdo Dg(x) ¢ independente das normas adotadas
emUeW.

Um caso particular importante ¢ aquele em que D(g) C IR, para o qual, aplicando-se as

Egs. (7.69) e (7.71), resulta:

Dg(t)[a]l=a () Dg(t) [a] = ! &(t), paratodo a € IR. (7.72)

A seguir, serdo apresentados alguns exemplos que correspondem a casos de interesse

do presente trabalho:

Exemplo 1 - Seja a aplicacdo ¢ : V—IR, definida pela lei ¢(v) = v . v. Tem-se:
p(v+u)=(v+u)(v+u)=v.v+2vu+uu=¢(v)+2vu+uu=¢(v)+2vau+o(un).
Dai,

D¢(V)[u] =2v.u

Exemplo 2 - Seja a aplicacdo G: Lin — Lin, definida por G(A) = A’

tem-se, entdo, que, VUE Lin :
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GA+U)=(A+U)’ =A’ + A’U + AUA + UA’ + o(U).
Portanto,
DG(A)U]= A’U + AUA + UA?,
Exemplo 3 - Seja a transformacgao linear L: U—V (observe-se que L ¢ um tensor). Entao:
L(u + v) = L(v) + L(u), logo:
DL(V)[u]= L(u) = Lu, o que mostra ser a derivada em v igual ao proprio tensor, isto é:
DL(v) =L.
Exemplo 4 - Seja ¢ : Lin—IR, definida através da seguinte lei:
@(A) = A : AtrA; logo, V UELin, tem-se:
HA +U) = tr(A + UYA+U): (A+U) =[t(A) + (V) JA: A+ 2A: U+ U: U]=
= A:Atr(A)+2A: Utr(A) + A : Atr(U) + o(U).
Dai decorre que:
DHANU]=2A:Utr(A)+ A: At(U).
Exemplo 5 - Seja ¢: V— V, definida por:
@(v) = (a.v) v, para todo v € V, sendo a um vetor fixo de V. Logo:
#(v+u) =[a.(v+u)](V +u) = (a.V)v + (a.u)v + (a.v)u + (a.u)u =
= @(v) + (a.u)v + (a.v)u + o(u).
Dai, a diferencial de ¢, calculada em v, para um incremento u, ¢ dada por:

D¢(V)[u] = (a.u)v + (a.v)u.
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Exemplo 6 (diferencial de um determinante) - Seja ¢ uma funcdo definida no conjunto de

todos os tensores inversiveis A, tal que:
@(A) = det(A).

Aqui sera usado um resultado da algebra de matrizes, aplicado também aos tensores,

em consequéncia da defini¢do de determinante de um tensor, segundo o qual:
det(S-al)=-a’ +1,(S) &’ - L,(S)a + I,(S), (7.73)

onde /; , I; e I3 sdo invariantes em relagdo a base de V, por meio da qual S ¢ representado. Os

valores dos invariantes sdo:
1,(S)=trS,

1,(S) = (1/2)JtrS)? - trS?]

L,(S) = detS.

Fazendo o= -1, na Eq. (7.73), tem-se:

det(I+ A) =1+ trA + o(A),

para ||A|| I 0. Logo, se A ¢ inversivel, e UELin ¢ arbitrario, entdo:

det(A + U) = det[(I + UA")A] = det(I + UA")det A = det A[1 + tr(UA™") + o(U)] =
= det A + det A t(UA™) + o(U)], para |U| — 0.

Como a aplicagdo f:U — det A +det Atr(UA™) + o(U)] ¢ linear, pelo fato de ser linear a

operagao trago, entao:

D@(A)[U] = det Atr(UA™), para todo UELin. (7.74)
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Regra do produto: No desenvolvimento da mecanica do continuo costumam aparecer

operagdes com uma estrutura comum de produto, que merecem ser vistas segundo uma regra

unificadora. Dentre elas destacam-se:

(1) produto de um escalar por um vetor: prod (o, v);

(2) produto interno, ou escalar, entre dois vetores: prod (u , v);
(3) produto interno de dois tensores: prod(U , V) =U : V;

(4) produto tensorial entre dois vetores: prod(u , v) =u ® v;

(4) aplicacao de um tensor S sobre um vetor v : prod (S, v)=S v etc.

O objetivo, aqui, € estabelecer uma regra geral para o calculo da derivada do produto
de duas fungdes. Para isso, observe-se que as operagdes-produto, do tipo das definidas de (1)
a (5) tém uma propriedade comum: sdo todas bilineares. Generalizando, considere-se a

seguinte operacao produto:
prod: F x G—=W,

onde F, G e W sao espagos normados de dimensdo finita, € prod ¢ uma aplicagdo bilinear.
Deste modo, o produto ¢ h (x) = prod (f(x), g(x)), para todo x€ D. Suponha-se que o dominio
comum, D, das fungdes f e g , seja um subconjunto aberto de um espago normado de

dimensao finita U, ou do espago euclidiano pontual £ associado ao espago vetorial V.

LEMA. Regra do produto. Sejam f e g duas funcdes diferencidveis em x€D. Logo o produto

h = prod (f, g) € diferenciavel em x, e:
Dh(x)[u] = prod{ f(x),Dg(x)[ul} + prod{Df (x)[u],g(x)}, (7.75)
para todo u€U.

Demonstracao:

Como os espacos F, G, W e U sao de dimensao finita, a aplicacao bilinear prod ¢ limitada, e
as aplica¢des lineares Df{x) e Dg(x) sdo finitas. Logo, para todo a € F, bEG, e u€ U, existem

escalares ko, ki e k, tais que:
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lprod(a,b)| = k, |al|lp
|Df ()| = &, Ju

€
|Dg (0wl = & [

2

Por outro lado:

S (x+u) = f(x)+ Df (x)[u] + o(u).

g(x +u) = g(x) + Dg(x)[u] + o(u).

Usando-se a bilinearidade da operagdo prod, conjuntamente com as propriedades

listadas anteriormente, resulta:
h(x+u)=prod[f(x+u), f(x+u)]=
= prod[ f(x),g(x)]+ prod{f(x),Dg(x)[u]} + prod{Df (x)[u],g(x)} + o(u).

Como se vé, a primeira parcela do segundo membro ¢ a fungao 4, calculada em x, e a
soma da segunda com a terceira parcela ¢ uma funcao linear de u. Logo, a expressdo anterior

demonstra a Eq. (7.75).
No caso particular em que /€ uma fung¢ao constante, a Eq. (7.75) reduz-se a :
Dh(x)[u] = prod{ f(x), Dg(x)[ul}, (7.76)

Em situacao mais particular ainda, quando o conjunto D ¢ um intervalo aberto de /R,

tem-se que a Eq. (7.76) reduz-se a:
h(t) = prod(f (1), &(1)) + prod (1), g(2)), (7.77)

onde x ¢ substituido por ¢, u por a, e Df(x) por f (t), em que se faz uso da bilinearidade de

prod. Observe-se que a auséncia de o na Eq. (7.77), faz com que fz(l) se caracterize como

uma derivada, e ndo como uma diferencial.
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A utilizacdo da regra do produto permite que se chegue aos seguintes resultados:

(@) = v + ¥,

(V.w§={z.w+v.\lv,

(TS} =TS+ T8, (7.78)
(T.Sy=T.S+T.8 e

(SV§=S{I+$V.

Regra da cadeia: Considere-se U, F' ¢ G espagos normados de dimensdo finita (ou espacos

euclidianos pontuais). Sejam C e D subconjuntos abertos de G e U, respectivamente, e :
ffC—=F e g:D— G,onde R(g) CC.

Seja g diferenciavel em x, e fdiferenciavel em y = g(x). Logo, a composi¢do 2 =fo g €

diferenciavel em x, e
Dh(x) = Df (y) > Dg(x), (7.79)

expressao que corresponde a uma simplificagdo de:
Dh(x)[u] = Df (g(x)){Dg(x)[u]}, para todo u €U.

Em particular, se U = IR, entdo g serd uma fun¢do de varidvel real. Escrevendo-se ¢ em

lugar de x, &(¢) em lugar de Dg(x), e o em lugar de u, tem-se a derivada definida por:

Df (g(1)) = Df (gD}, (7.80)

Proposicao: Seja S uma funcdo de valor tensorial definida em um intervalo aberto D, de /R,

entao:
Sy =@®)"=8", (7.81)
e se S é inversivel em todo x € D , tem-se:

(detS) = (det S)tr($S™). (7.82)
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Demonstracao: Inicialmente, define-se a operagao transposi¢ao como sendo
(.)": Lin— Lin, tal que :

(.)" (A= A", VA € Lin, que é uma operagio linear (v. definicdo de tensor transposto).

Portanto, os operadores transposi¢ao e derivagdo, por serem lineares, podem comutar, isto ¢€:

SH=[0"SI=0"®=®",

com a qual se demonstra a Eq.(7.81). O resultado representado pela Eq.(7.82) ¢ uma

consequéncia direta das Eqgs. (7.74) e (7.80).

GRADIENTE E DIVERGENCIA

Pelo teorema da representagdo das formas lineares, seja ¢ : V' — IR linear, entdo existe

um unico vetor a, tal que:

p(v)=av,VveEeT. (7.83)

Campo escalar: Seja ¢ um campo escalar regular, definido em um conjunto aberto RCV.

Portanto, para cada XER, D¢(x) ¢ uma aplicagao de V" em IR. Pelo teorema da representagao

das formas lineares, existe um unico vetor, V¢(x), chamado gradiente de ¢ em x, tal que:

Dg(x)[u] = Vé(x).u, (7.84)

de maneira que a Eq. (7.71) torna-se:

P(x + 1) = @(x) + Vo(x).u + o(u). (7.85)

Campo vetorial e campo pontual: De maneira semelhante a anterior, seja ¢ um campo vetorial

(ou pontual) regular, definidlo em R C V. Entdo, para cada xER, entdo Dv(x) ¢ uma
transformagao linear de /" em V, isto €, um tensor. Neste caso, Vv(x), chamado gradiente de v

em X, serd usado para representar Dv(x).Assim:

Dv(x)[u] = Vv(x)u. (7.86)
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Considere-se agora um campo vetorial regular v, definido em R. O campo escalar:
divv = tr(Vv) (7.87)

¢ denominado divergéncia de v.
Com o operador definido pela Eq. (7.87), pode-se introduzir o conceito de divergéncia
de um tensor, a ser representado por div S. Com efeito, div S € o unico vetor com a seguinte

propriedade:
(divS).a = div(S"a), (7.88)
para um vetor a arbitrario.

Proposi¢do: Sejam ¢ , v, w e S campos regulares, sendo ¢ escalar, v e w vetoriais e S

tensorial, entdo valem as seguintes identidades:

D) V(gv)=¢Vv+v®(Ve);

2) div(¢v) = ¢divv + (Vo).v;

3) V(v.w) = (VV)w + (VW) v; (7.89)
4) div(vew) =vdivw + (VV)w;

5) div(S"v) =S: Vv + v.divS

6) div(¢S) = ¢divS + S(V ).

Demonstracao: Seja h = ¢ v. Logo, decorre da regra do produto, isto ¢, da Eq. (7.75) e das
Eqgs. (7.85) e (7.86), que:

V(g v)}[u] = {p(X) VV(x) + v(x) ® (VP(x) } [u]

ou
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V(@V)=¢Vv+v®(Ve),

que prova a primeira das identidades da Eq. (7.89).
Para provar a segunda das identidades da Eq. (7.89), considere-se a primeira

identidade e tome-se a defini¢do dada através da Eq. (7.87), segundo a qual:
div(gv) =tr[V(¢V)]=tr(¢VVv + vOVP) = ¢pdivv + tr(vR V).

Utilizando a Eq. (7.39), nesse tltimo resultado, tem-se, finalmente:
div(¢v) = ¢pdivv + (Vg).v.

Para a prova da terceira das Eqs. (7.89), seja & =v.w, entdo, da Eq. (7.75), que ¢ a

regra do produto, resulta:
Vh(x)[u] = v(x){VW(x)} [u]+ {VV(x)[u]}.w(x) = {(VW(x))" }.v(X) + (VV(x))}.W(x)} [u]
ou
V(v.w) = (Vv).w + (Vw) v,
Observe-se que, se na terceira das Eqs.(7.89) faz-se w = v, entio:
V(v.v)=[VV +(Vv)'].v. (7.90)

Para provar a quarta das Eqgs. (7.89), basta que se considere a definicdo dada pela

Eq.(7.88), que permite definir-se a divergéncia de um tensor, isto €:

div(v ® w).a = div[(w ® v)a] = div[w(v.a)] = (v.a)divw + w.V(v.a) =

= (v.a)divw + w[V(v)]" a,
onde se fez uso do fato de que a ¢ um vetor qualquer, que ndo depende de x. Logo:
div(v®w).a =[vdivw + (Vv)w].a,

que prova a quarta das Eqs.(7.89).
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Para provar a quinta das Eqs. (7.89), parte-se do seguinte: seja v um campo vetorial

regular, logo:
v(x+u) = v(x) + Vv(X)u + o(u).
Se A é um tensor arbitrario, independente de x, entdo:
V(Av) = AVy, (7.91)

para todo tensor A e todo campo vetorial regular v. Tomando-se o traco de ambos os

membros da Eq. (7.91) e considerando-se as defini¢oes (7.87) e (7.43), tem-se:
div(Av) = trV(Av) = tr(AVv) = A" Vv. (7.92)

Pode-se, agora, provar a quinta das Eqs. (7.89). De fato, partindo-se da definicao
(7.87), tem-se:

div(S"v) = trV(S'v).

Pela regra do produto, ! (S'v)[x] é a soma do gradiente, mantido S constante com

valor Sp = S (x), mais o gradiente, mantido v constante com valor vy = v(X), isto é:
V(STV)[x] = V(S v)[x]+ V(S v,)Ix].
Logo:
div(S"v)[x] = tr{V(Syv)[x] + V(STv,)[x]} = div(S; v)[x] + div(S" v, )[x].

Da Eq. (7.92),com A = S , tem-se:
div(S"v)[x] = S(x).Vv(x) + div(S" v, )[x].

A aplicagdo da Eq. (7.88), faz com que a ultima expressao resulte em:
div(S"v)[x] = S(x).Vv(X) + v(x).div(S),

completando-se a demonstragao.
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A demonstra¢ao da sexta das Eqs. (7.89) faz-se de maneira semelhante a anterior.

Assim:

div(¢S)[x] = div(¢, S)[x] + div(¢S,)[x]. (7.93)
Da defini¢do de divergéncia de um tensor, através da Eq. (7.88), resulta:

div(¢, S) = ¢, div(S), (7.94)

e para um vetor qualquer a, independente de x , tem-se:

a . div (¢So) = ¢ div(¢S, a ). Considerando agora, v=S; a na identidade (7.89), tem-se:
a.div(¢S,) = ¢div(Sya) + S;a.Ve = a.S Vo entio,
div(¢S,) =S,V¢. (7.95)

Finalmente, introduzindo as Egs. (7.94) e (7.95) na Eq. (7.93), chega-se a prova da
sexta das Egs. (7.89) isto ¢:

div(¢S)[x] = p(x)divS(x) + S(X)(V #(x)).

TEOREMA DA DIVERGENCIA (GAUSS)

A seguir, apresenta-se a terminologia essencial para a enunciagdo, sem demonstragao,
desse teorema de grande aplicagcdo em todas as areas cientificas.
Seja X um espago métrico. Para as seguintes defini¢cdes, todos os pontos referidos sao

pertencentes a X, assim como todos os subconjuntos estao contidos em X.

1. A vizinhanca de um ponto p ¢ um subconjunto N, (p), formada por todos os pontos ¢, para
os quais d(p,q)< p. A distancia p ¢ chamada de raio de N, (p).

2. O ponto p ¢ dito um ponto limite de um conjunto E, se toda vizinhanca de p contém ao
menos um ponto g=p, com gEE.

3. Diz-se que um conjunto E ¢ fechado, se todo ponto limite de £ ¢ um ponto de E.

4. Um ponto p ¢ um ponto interior de E, se existe uma vizinhanca N(p), tal que NCE.

5. Um conjunto E ¢ aberto, se todo ponto de £ ¢ um ponto interior.
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6. Diz-se que E ¢ limitado se existe um numero real M, e um ponto gEX, tal que d(q,p)<M,
paratodo pEE.

7. Se E’ for designado como o conjunto de todos os pontos limites de £, em X, entdo a
cobertura de E € o conjunto E=EUE’.

8. Dois conjuntos sdo ditos separados se as interse¢des A N B ¢ AN B sio vazias.

9. Um conjunto £ € conexo se e somente se ndo ¢ a unido de dois conjuntos separados nao
vazios.

10. Uma regido aberta ¢ um conjunto conexo aberto, em E. A cobertura de uma regido aberta

¢ uma regido fechada.

Diz-se que uma regido ¢ regular, se ¢ fechada, com contornos seccionalmente
regulares. Entende-se por contornos seccionalmente regulares a unido de um numero finito de
superficies fechadas regulares, que ndo se interceptam, sendo que, em cada uma dessas

superficies o vetor normal a mesma esta definido em todos os pontos.

Teorema (Gauss): Seja © uma regido regular, limitada, e seja Y um campo regular (vetorial,

ou tensorial de segunda ordem), para o qual faga sentido (no segundo membro) a operacao (.)

sobre o vetor normal unitario n.

Ent3o: 1I;(Y'-V)dv=J‘(Y-n)ds,
Q

onde a notagdo Y.V é o mesmo que divY'.

Enuncia-se a seguir, outro importante resultado, isto ¢, o teorema da localizagao.

TEOREMA DA LOCALIZACAO

Seja ¢ um campo escalar, ou vetorial, continuo e definido em conjunto aberto
Q de E. Entdo, dado x € Q arbitrario, tem-se:
1
P) = fim ——~—— [#dV

p—0 vol(Np (x) N

Por sua vez, se
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I¢dV =0, paratodo ! C Q, entdo: ¢! 0.
Q

DERIVACOES MATERIAIS NO TEMPO

A derivada material no tempo ¢ aquela que acompanha a evolugdo do ponto material,
no tempo, por sua coordenada no sistema de referéncia, isto €, a variavel material X
(maiusculo). A seguir serd feito o céalculo desse tipo de derivada aplicada a duas integrais
cujos integrandos sdo fungdes especiais, D(x, ¢) e ®’(x, 1), descritas em termos da variavel

espacial x (mintsculo), sendo:
x = x(X,?).

o . * . ~ .
Admitindo-se que D(x, 7) e @ (X, f) sejam campos, na configuragdo atualizada, com
valores escalares ou vetoriais, e tenham propriedades compativeis com as operagdes abaixo

realizadas, entdo:

A( I CI)(x,t)dv)

D . P

Yo oxndv= 1 : 7.96
DiJn P00 = lim g At (7.96)
onde

A( I, d)(x,t)dv) =, POt AL+ AN, [ (K00, (7.97)

A seguir, desenvolve-se ®(x(X, t+Af), t+Af) em série, isto €,
"X+t =" (x(X1),t) +[(grad" )v+#' /#IL]! t+0(!¢), (7.98)

onde grad® ¢ o gradiente de ® em relacdo a x; O(Af) representa a soma das parcelas de

ordens superiores a At e
D

v=—Xx(X,?). 7.99
Dr (X.1) (7.99)

Por outro lado:
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dV| = (detF)| dv e d . =(detF)  dV, (7.100)

t+At t+At

onde dV ¢ o elemento de volume em Py. As Egs. (7.100) mostram as relagdes entre volumes
de elementos infinitesimais, em P; ¢ P, respectivamente, com o volume de um elemento
infinitesimal em Py. Os determinantes detF|, e detF|;+.,sdo os jacobianos, nos instanteste ¢

+At, de F que ¢ o gradiente de ® em relagdo a X. O desenvolvimento em série, para detF|; .,

da:

(det )|, = (detF)| + (%;F)) At + O(AY). (7.101)

t

Mas, de acordo com a Eq. (7. 74), para A=F tem-se:

= (det F)tr(FF™)]

(7.102)

s
t

D(det F)
")

t

onde F =(D/D¢)F. Substituindo a Eq. (7.102) na Eq. (7.101) e levando-se o resultado a
segunda das Eqs.(7.100), vem:

.., = (det F)+ (det F)er( FF™ YAr+O(An)| av. (7.103)

Substituindo-se a Eq.(7.103) na Eq.(7.97), e levando-a, depois, a Eq.(7.96), tem-se:

D .1
o 7[cb(x, t)dv = lfi%A_t { 7£[<1>(x(t + A1)t + At)][det F +

(7.104)
+ (det Fyer( FF™ )], dV - 2[cp(x(X,z),t)(detF)LdV}.

Considerando-se a Eq. (7.98), reunindo-se em O(Af) as parcelas de ordem (Af)* em

diante, e calculando-se o limite, entdo a Eq. (7.104) fica:

D JD
= (Ddy = 1ad®)Vv + —— + Otr(FF " |(det F)dV, 7.105
L fPO[g ) p (FF ™ ](detF) ( )

onde ®=d(x(X, 7), #). A substitui¢do da primeira das Egs. (100). na Eq. (7.105) permite que a

integracao volte para a configuragdo atualizada, isto €:
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D P S

D1 PfI)dV =j;[ [(grad®)v + = + Otr(FF™ )]dv. (7.106)
Levando-se em conta que

FF''= gradv,

tr( FF'") = divy

(grad®)v+i®d/dt=(D/Dt)D,

entao,

D DD .
—fCI)dv=f — + Odivv | dv. (7.107)
DtJti h| Dt

Na sequéncia, serd calculada a derivada material no tempo da funcdo ®'(x, 7). O
procedimento ¢ bastante semelhante ao anterior, no entanto ¢ necessario atentar-se que a

aplicagdo, nesse caso, leva pontos de Sq(¢), na configuracdo de referéncia, a pontos de s«(¢), na

configuragdo atualizada. Assim:

A(' q>*(x,r)ds)
D o' x.t)ds = lim Lo

DtJs; 0 At—0 At

(7.108)

3

onde ®'(x, #), definida em s{¢), ¢ um campo (vetorial ou escalar), com propriedades de
continuidade e derivabilidade compativeis com as operagdes realizadas; e ds ¢ o elemento de

area em s¢f). Assim:

A

fCD*(x,t)ds] - fCD*(x(X,t+At),t+At)ds|t+At - f(I)*(x(X,t),t)dsL. (7.109)

sp(t) sy (t+Ar) sp(t)

Desenvolvendo @ (x(X, #+A7), t+Af) em série, tem-se:
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@ (x(X, 1+ At),t + At) =

* # % (7.110)
=P (x(X,t),t)+[(gradd> W+ IP /at],AerO(At),

onde grad(I)* ¢ o gradiente da fun¢do @ em relacio a x, e O(Af) representa a soma das

parcelas de ordens superiores a At.
Por outro lado:

ds|,, =(detF")

LS e ds|, = (detF*)tdS, (7.111)

t+At 1+

onde dS ¢ o elemento de area de Si(t). As Egs. (7.111) mostram as relagdes entre areas de
elementos infinitesimais, na configuracdo atualizada e na configuracdo de referéncia, nos
instantes +At e t, respectivamente. Os determinantes jacobianos de superficie, do gradiente

F*, nos instantes ¢ e r+At, sdo, respectivamente, detF*]t e detF*|mt. Considerando-se o

. L, . *
desenvolvimento em série, para det F' |i1.¢, tem-se:

(detF") =(detF")

t+At

D(detF~
R{%) At +O(Ar) (7.112)

t

Mas, de acordo com a Eq. (7. 74), para A = F, tem-se:

=(det F)tr(F'F" ™)

t

(7.113)

5
t

D(det F™)
)

Lk *
onde F' =(DF /Dt).

Substituindo as Egs. (7. 101), (7. 102) e (7. 103) na Eq. (7. 108), fica:

b fCI)*(X,t)ds - lim
s50 A—0 At
f

f[(l)*(x(t +Af) 1+ AD][det(F ™) + det(F*)tr(F'* F* ], ds - fcp*(x(x, 0),)(det F )| ds .

Sf(t+At) S_/'(t) (7144)
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Considerando-se a Eq.(7.110), e calculando-se o limite, a Eq.(7.105) fica:

*®

D oras = ) {(gradd” )y + 22
Sy

+ @ [T (F") " (det Fyds, (7.115)
DtJsy

onde ®'=& (x(X, #), 7). Na equacio acima, a omissdo do lugar ¢ do instante em que as
variaveis estdo sendo calculadas implica que tudo se refere a x(X, 7) e t. A substitui¢ao da
segunda Eq.(7.101) na Eq.(7.105) permite que a integracdo volte para a configuragdo

atualizada. Assim:

*

D rprs - ) {(gradcb*)v+& (Dt + @ [T (F) " . (7.116)
sy

DtJsy

Como F*(F*)"1 = gradv, entao

tr[E5(F7) "] = divy

e
Jd D
* *
rad® v + =—o .
(g ) Dr
Dai, por substituigao na Eq.(7.116), tem-se, finalmente:
D D"

+ @ div v]ds. (7.117)

— (D ds =
DrtJsy j;f[ Dt

ANALISE DE SENSIBILIDADE A MUDANCA DE FORMA DO DOMINIO

De maneira sumadria, pretende-se analisar o que ocorre quando um solido sujeito a
determinado estado de tensdes, decorrente da aplicacao de a¢des externas e de deslocamentos
prescritos no contorno, sofre mudanca de forma ocasionada por uma transformagao
dependente de um parametro. O material sera considerado homogéneo e hiperelastico, o que
assegura a existéncia de uma densidade de energia de deformagdo, ¢, funcdo escalar de

variavel tensorial, assim definida:
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dg
Sym—R; T=—=¢,,, 7.118
¢: Sym i Pog ( )

onde Sym € o espaco dos tensores simétricos de terceira ordem (transformacodes lineares do

IR? em si mesmo), e ! £ ¢ a derivada de ¢ em relagdo ao tensor E=Vu®, parte simétrica do
gradiente material dos deslocamentos. Essa derivada ¢ simplesmente um tensor, tal que, no
lugar de cada componente de E tem-se a derivada parcial da funcdo ¢ em relacdo a respectiva
componente deste tensor.

Apresenta-se, a seguir, o conceito de mudanca de forma, sendo estudado o

comportamento de funcdes definidas na representacdo do solido, no IR’, quando sua forma é

modificada (TAROCO, 1996).
Conceitos basicos

Inicialmente, o solido € identificado com um dominio QC IR3, limitado pelo contorno
9QC IR’. No contorno ha dois subconjuntos de pontos, em geral disjuntos, o primeiro, d€2;, no
qual ha vetores de Cauchy [tractions] prescritos, € o segundo, dQ2, , no qual ha deslocamentos
prescritos. A mudanca de forma ¢ descrita com o auxilio de um parametro adimensional, 7, e
de um campo vetorial, v = v(x), considerado conhecido a priori, que define a transformacao

de Q em um dominio modificado, Q,, como sendo:
X, =X, (X) =v(x). (7.119)

expressao na qual o subscrito T lembra a dependéncia em relagdo a esse parametro. Admite-se
que a regularidade do campo v(x) seja tal que sua aplicacdo ndo afete a regularidade
geométrica da configuragdo do sélido e de seu contorno.

O dominio modificado, Q. pode ser entendido como o que resulta de uma pequena
perturbagcdo do dominio inicial Q, e a transformagao de Q em Q. como sendo uma fungao do

ponto x e do parametro 7, de maneira que:
Q> Q ;002 A XX, . (7.120)

A mudanca de forma ¢ simulada, portanto, com o auxilio de uma familia de

transformagdes parametrizadas através de 7, conforme mostra a figura 13. Pode-se fazer uma
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analogia entre a mudan¢a de forma e o movimento de um corpo: para diferentes valores do
pardmetro 7, o dominio Q. € o equivalente da trajetoria, na mecanica do continuo, sendo que
agora o parametro 7 faz as vezes da variavel tempo ¢ (GURTIN, 1981; MALVERN, 1969
apud TAROCO, 1996). Nesse sentido, €2, pode ser visto como o lugar ocupado por 2, no
tempo 1. Quando 7= 0, o dominio Q, reduz-se ao dominio inicial €2, que, a rigor, poderia ser
qualquer configuracdo atualizada do movimento (mecéanica do continuo). Aqui, escolhe-se
uma configuracdo de referéncia (ndo necessariamente a configuracdo de referéncia do
movimento), denominada Q, por simplicidade, porque ndo esta em questdo o tempo

verdadeiro ¢, do movimento real, e sim o parametrot. Dai:

Q ={x.x, =x+(x),xEQ, TEIR.

Desde que, para cada 7, a mudanca de forma € uma transformagao biunivoca de €2 em

€2, existe a transformagao inversa, isto é:

Q. —Q 0€2,—0Q2 X, —>X.

T

Figura 13 — Variacao de forma do dominio e de seu contorno

Assim, qualquer campo (escalar, vetorial ou tensorial) associado a mudanga de forma
pode ser expresso, tanto por uma funcdo definida em € quanto por outra definida em Q..
Continuando com a analogia entre mudanca de forma e movimento, da mecanica do continuo,
essas duas transformacdes serdo chamadas de descricdo material e descricdo espacial,

respectivamente. No caso de um deslocamento u, por exemplo, pode-se escrever:

u =u (x,7) e u=u(x,7),
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onde x&EQ; 1€R xEQ, 1€R

Introduz-se, a seguir, o conceito de gradiente da mudanca de forma, ainda dentro da

analogia proposta, isto é:

F=V[x+tv(x)] = I + Vv, (7.121)

onde V ¢ o gradiente material, uma operagao definida no dominio inicial Q, que ¢ a
configura¢do atualizada, da mecanica do continuo. Da mesma forma, (div) ¢ a divergéncia
material, definida no mesmo dominio. De maneira similar, (Grad) e (Div), definidos em €2,
correspondem ao gradiente e a divergéncia espacial, respectivamente.

Para a analise de sensibilidade a mudan¢a de forma, sera introduzido, como na
mecanica do continuo, um conceito semelhante ao de derivada de campos espaciais. Por

exemplo, no caso do campo de deslocamentos u,, a derivada espacial no parametro 7, em 7=

0, ¢ dada por:

, d

u=—u (x_,7) . (7.122)
ot T T

7=0

Além disso, define-se a derivada material de u em relagdo a 7, na dire¢dao de v, em X, como

sendo:
J J JxX
u=—u ((x(x_,7),7) =|—u +divu —T =u'+ vdivu . (7.123)
it T T o |97 T T Jr 0 Tlr=0
T= T=

Calculo de u’ no caso em que v é arbitrado como uma translac¢io dos pontos
do contorno

Em decorréncia da andlise de sensibilidade, aparece no desenvolvimento, em algumas
integrais no contorno, a grandeza u’, que é a derivada espacial do vetor deslocamento, tal
como ¢ definido na Eq. (7.122). Para simular o movimento da fissura, imagina-se que um
ponto genérico X, do sdlido, sofre uma translagdo, segundo a transformacdo dada pela Eq.

(7.119), da qual decorre que:

X=X, —TV(X). (7.124)
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Imaginando que, da Eq. (7.124), seja possivel explicitar-se o valor de x com o auxilio

de uma funcao vetorial f, tem-se:

x = f(x,,7). (7.125)

O objetivo, agora, € obter-se a expressdo de u. em funcdo de x, e T, que € a

transformagao sofrida pelo vetor deslocamento u = x - X. Assim:

u—u, =x, - X, (7.126)

onde X ¢ a representacdo de referéncia do ponto x. Dai:

u—u, =x+1v(x)- X, (7.127)
onde v(x) ¢ um vetor qualquer. Substituindo x, da Eq. (7.125), na Eq. (7.127), tem-se:

u, = f(x;,0)+7v(f(x,;,7)) - X. (7.128)

Entdo, pela defini¢do da derivada material u!, dada pela Eq. (7.122), tem-se, para um

X fixo, a partir da Eq. (7.128), que:

, d
u =—uz_(xr,r)

J
=—f(x_,7)
ot ot T

+v(f(x_,7)) : (7.129)
T =0

7=0

7=0

No caso particular de interesse do problema da fratura, para simular-se a
movimentagdo da fissura, na dire¢ao do vetor unitario e, faz-se um movimento da parte I" da

fronteira em sentido contrario, isto €, v = -e. Por outro lado, em I'r, imagina-se que v = 0.

Entdo, as Egs. (7.124) e (7.125) levam a:

f(x,,7)=x, +7e, emT,

ca

fx,,7)=x,,emIT.
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Dai, chega-se, finalmente, com auxilio da Eq. (7.129), aos seguintes resultados:

u=-e-e=0,emT (7.130)

eu=0+0=0,em .
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APENDICE A - PROGRAMA AUTOMATICO PARA O CALCULO DA INTEGRAL
J E DO PARAMETRO TERMODINAMICO DE FRATURA (G)

Desenvolvido com a finalidade de ilustrar as possibilidades de utilizagao pratica do
critério termodinamico de fratura, formulado teoricamente no capitulo 4, o programa
automatico FElcfrat, em linguagem Fortran, aplica-se a problemas de elasticidade plana.
A ideia que presidiu sua concepgao foi a de testar procedimentos de calculo baseados na
analise de sensibilidade a variagao de forma do dominio, tanto aquele que permite a obtencao
da integral J, a partir do tensor momentum-energia de Eshelby (1975) quanto o que calcula G;
a partir do tensor diagonal ao qual se chegou no presente trabalho, cujas componentes sdo
iguais a energia de deformagdo. Embora a teoria tenha sido desenvolvida em sua forma mais
geral, isto €, para o caso tridimensional, ambos os tensores sdo aqui particularizados para
problemas bidimensionais, sendo o programa Elcfrat elaborado para estes.

O programa utiliza o0 BEM como ferramenta de calculo numérico. A eficiéncia de
programacao foi bastante melhorada, ao tirar-se proveito da propriedade da integral J da
independéncia do caminho. Para isso, ia-se variando o numero de pontos de integracdo de
Gauss-Legendre, na programacao, enquanto se calculava a integral J para distintos caminhos.
A eficiéncia ia sendo aferida, a medida que os resultados se tornavam mais proximos entre si,
quando alternativas de caminhos elipticos alternativos passavam a ser, sucessivamente,
utilizadas. Considerou-se a eficiéncia satisfatéria quando o numero de pontos de Gauss
chegou a 48, para a integragdo no circuito eliptico, o que se justifica pelo alto grau de
singularidade das integrais envolvidas. Para além desse numero de pontos de Gauss ndo mais
foi percebida melhoria significativa na precisdo, para além de trés algarismos significativos,
isto apos ja se ter verificado um sensivel aumento na eficiéncia do célculo de J, mediante a
utilizacdo da técnica de subelementacdo. Usou-se um elemento de contorno retilineo,
isoparamétrico, com fungdes de interpolacao lineares.

Ao final, conseguiu-se gerar uma ferramenta com perspectiva de ampla utilizagdo
tecnoldgica, para a caracterizacdo de estruturas a fratura, tanto por calcular bem a integral J,
quanto por aplicar a metodologia desenvolvida no presente trabalho, que tira proveito da
vocagao natural do BEM, no célculo de integrais sobre caminhos situados no plano médio de
uma chapa.

O programa Elcfrat contém dois subprogramas acoplados: o primeiro, que calcula o
tensor tensdo, o tensor deformacdo e o tensor gradiente do vetor deslocamento, em um

problema bidimensional contendo uma ou mais trincas no dominio; ¢ o segundo, um pds-
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processador desses valores, para o calculo da integral J e para a aplicacdo do esquema
termodinamicamente consistente, baseado no parametro Gx.

A inovacao trazida neste trabalho esta contida, basicamente, no segundo subprograma,
cuja generalizagdo para o caso tridimensional, completamente geral, ndo ¢ muito dificil.
Assim, desde que o tensor tensdo, o tensor gradiente de deslocamento e o tensor deformagao
sejam fornecidos, at¢ mesmo por um programa automatico ndo especializado em fratura, o

segundo subprograma do Elcfrat se encarregara do calculo de J e de G..

Saida do programa automatico, do valor da integral J, do valor limite de G¢ e do
angulo formado pela direcdo do avanco da fissura com o eixo x;

Mostra-se, a seguir, o trecho final de uma saida de resultados do programa Elcfrat,
com o intuito de interpretar-se, no caso do exemplo processado, o fato de sairem, para um
dado valor critico de G, duas solugdes para a dire¢ao dos ramos de avango da fissura. De fato,
o programa reflete o resultado tedrico, elaborado no capitulo 4, segundo o qual o problema da
determinag@o do valor desses angulos poderia ter: duas, uma, ou nenhuma solucao, a indicar
trés possibilidades excludentes entre si: 1) a fissura avanca, segundo caminhos bifurcados; 2)
a fissura avancga, sem se bifurcar e 3) a fissura nao avanga.

Fornecido ao programa o valor critico de G, isto €, ¥, a ser obtido experimentalmente
para um dado material, o resultado do processo de calculo automatico indica, ao final, se a
fissura para; continua sem se bifurcar ou, ainda, se ela se bifurca.

No caso abaixo, o resultado indica que o valor critico do parametro Gy esta muito
proximo do valor limite da estrutura. Para este caso, o valor critico fornecido ao programa foi

.2437034E+04 J/m.

stk ot ok stk o ok kbR Rk [N TR GR AL T o s st ok sk ok ke o

VALOR DE a (m) VALOR DA INTEGRALI J (J/m)

a= .499D+00 2700308D+04
##xxk x5 INTERPRETACAO TERMODINAMICA DE FRATURA *## #sctksosks
ANGULOS DE ORIENTACAO PROVAVEL DOS RAMOS DA FISSURA:
TETAI=-.1680005D+02GRAUS PARAMETRO Gt= .2437034D+04.

TETA2=-.1683919D+02GRAUS PARAMETRO Gt= .2437034D+04
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No caso seguinte, o valor dado para G; critico, por ter sido um pouco maior, isto €,

.3000000D+04 J/m, levou a fissura a nao avangar, tal como mostra o relatorio abaixo:

sk ol ok kol ook koo N TG RIALL T o ok stk ok ke s o ke

VALOR DE a (m) VALOR DA INTEGRAI1J (J/m)
.499D+00 .2700308D+04
ook kol kol A FISSURA NAO AVANCA sk sk sk st ok

A integral J vale .2700308D+04 J/m.

Exemplos de aplicacao

Os resultados abaixo sdo obtidos com o auxilio do programa automético Elcfrat.
Os primeiros exemplos correspondem a dois casos de carregamento para uma mesma haste,
constituida de material elastico linear (figuras 14 e 15), contendo um entalhe na forma de
angulo agudo.

Antes das consideracdes sobre fratura, mostra-se, com o auxilio das figuras 17 e 18, o
resultado do experimento numérico, no qual se ressalta a tendéncia a singularidade da tensao,
na vizinhanga da extremidade da fissura. O exemplo 1 corresponde ao caso da tragao simples
sobre uma haste. J4 no Exemplo 2, a haste ¢ submetida a uma forc¢a tangencial distribuida na
extremidade livre. E de se esperar que, quanto mais as dimensdes da peca, no plano, tendam
para valores infinitos, e o angulo entre as faces do entalhe se aproxime de zero, a
singularidade da tensdo torne-se proxima de 1/Vr, tal como prevé a teoria da elasticidade.
Nessa situagao, de acordo com Irwin (1957), podem-se obter os fatores de intensidade de
tensao K; e Ky, a partir da consideragdo de que os coeficientes das respectivas parcelas
singulares das expressdes das tensdes, em casos como os dos exemplos

le?2.

EXEMPLO 1- HASTE SUBMETIDA A TRACAO SIMPLES (FIGURA 11) e EXEMPLO 2. HASTE
SUBMETIDA A FORCA TANGENCIAL NA EXTREMIDADE LIVRE (FIGURA 12)

DADOS:
NUMERO DE NOS DO CONTORNO = 51
NUMERO DE PONTOS INTERNOS = 48

NUMERO DE PARES DE NOS DUPLOS= 13
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NUMERO DE ELEMENTOS DE COTORNO-= 38

CARGA DISTRIBUIDA NA EXTREMIDADE LIVRE = .2000000E+09 Pa

MODULO DE ELASTICIDADE TRANSVERSAL = .8000000E+11 Pa

COEFICIENTE DE POISSON = .2000000E+00

ESPESSURA DA CHAPA = 0.3000000E-2

VALOR INICIAL DO PARAMETRO TERMODINAMICO CRITICO GAMMA= .5000000E+05

TOLERANCIA DE GAMA e=.3000000E-03

A— x
— 1 T X1
— . T
] 2 ™ %
] 2 3
7
’ /4
Figura 14 — Exemplo 1 Figura 15 — Exemplo 2

Figura 16 - Haste dos Exemplos 1 ¢ 2, indicando os pontos de integragao
do contorno eliptico e os nds do contorno

Observacdes: 1) A unidade de comprimento adotada para as medidas indicadas na figura 15 ¢
o metro e; i1) Diferentemente do que ¢ feito nos textos sobre fratura, a unidade considerada
para a integral J ¢ Joule/metro ou Newton, em razdo de incluir-se no célculo, por
conveniéncia, a multiplicacdo pela medida da espessura da chapa (constante), o que ¢
excluido da definigado cléssica de Rice (1968). Esta opgao foi escolhida com o intuito de fazer
com que seja uma so a unidade de medida da integral J e do parametro termodindmico G, da

forma como sao definidos para o caso geral, de s6lidos tridimensionais, no capitulo 5.
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Figura 18 - Componentes 05, 011 € T 1 como fungdes de » no exemplo 2

A seguir, apresentam-se os valores da integral J calculados para o caso dos exemplos

1, e 2, respectivamente, para diversos valores da medida do semieixo maior (a), conformando

os caminhos elipticos sobre os quais ¢ calculada aquela grandeza. De acordo com a tabela 1,

verifica-se a propriedade da independéncia do caminho da integral J, com boa aproximacao.

Tabela 1-Valores da integral J calculada pelo BEM (ELCFRAT) para o caso de uma haste com entalhe

em angulo (6= 11,42°; abertura inferior = 2.10 m)

Valor de a Exemplo 1 Exemplo 2
m J/m J/m
0,250 629,749 21774,2
0,300 630,183 21 809,2
0,400 630,640 21872,5
0,450 630,457 219804
0,490 630,156 222538
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A tabela 2, na sequéncia, d4 uma ideia da influéncia do tipo do entalhe sobre a integral
J. Para os mesmos Exemplos 1 e 2, obtém-se, agora, o resultado quando o entalhe tem a
forma retangular. Na comparacdo entre as tabelas 1 e 2, ¢ curioso observar que, mesmo para
uma abertura muito pequena (2x10*m) do entalhe retangular, o fato de a fissura ter um trecho
horizontal reto, em seu final, e ndo um ponto, faz com que o valor da integral J, tanto no
Exemplo 1, quanto no Exemplo 2, sofra uma alteracdo significativa, segundo uma razdo

proximade 4 : 1.

Tabela 2 - Valores da integral J, calculada pelo BEM (Elcfrat) nos exemplos 1 ¢ 2

Entalhe retangular (abertura = 10™* m, comprimento = 10" m)

Valor de a Ex 1: Tracao simples: Ex 2: Forca tangencial
0,250 144,982 5698,08
0,300 144,976 5695,27
0,400 144,954 5681,16
0.450 144,931 5664,14
0.490 144,903 5643,33

O Exemplo 3, ilustrado pela figura 16, ¢ util a uma comparacdo com o resultado
obtido para a integral J, por Cunha e outros (1995), através do MEF. Trata-se de uma chapa
de espessura constante, com uma fissura reta, central, cuja simetria permite que a andlise seja
realizada na quarta parte da chapa, de acordo com a figura 16. Na resolu¢do via BEM, toma-
se metade do caminho, isto ¢ uma semielipse de pontos de Gauss-Legendre, em torno de uma

das extremidades da fissura.

EXEMPLO 3: HASTE TRACIONADA, CONTENDO UMA FISSURA INTERNA
DADOS:

NUMERO DE NOS DO CONTORNO = 44

NUMERO DE PONTOS INTERNOS = 48

NUMERO DE PARES DE NOS DUPLOS

NUMERO DE ELEMENTOS DE CONTORNO= 39

CARGA DE TRACAO, DISTRIBUIDA NA EXTREMIDADE LIVRE = .1000000E+09 Pa

MODULO DE ELASTICIDADE TRANSVERSAL = .8080000E+11
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COEFICIENTE DE POISSON = .2300000E+00
ESPESSURA DA CHAPA = 0.1000000E-2
VALOR INICIAL DO PARAMETRO TERMODINAMICO CRITICO GAMMA= .5000000E+05

TOLERANCIA DE GAMA e= .3000000E-03

111111
lllllll
T

Figura 19 - Exemplo 3: Peca com fissura central

Na figura 20 estdo indicados os nos dos elementos de contorno e os pontos de
integracdo situados na semi-elipse da parte superior esquerda da figura 19. Sendo assim, o
valor real da integral J, referente a uma extremidade da fissura, deverd ser igual a duas vezes
o valor calculado pelo Elcfrat (os valores colocados na terceira coluna da tabela 3, j& estdo
duplicados). Observe-se que, com esse programa, so serd possivel o calculo da integral J, no
caso de fissura interna (figura 19), quando o carregamento for simétrico em relagcdo a um eixo,
tal como a linha pontilhada longitudinal daquela figura. Assim, ao ser subdividida a pega,
com base na simetria, para efeito de calculo, o seja de tal forma a simular-se uma fissura
iniciando-se no contorno. No caso, o contorno sera a linha pontilhada longitudinal da figura
16.

A seguir, apresentam-se, na tabela 3, os resultados referentes ao exemplo 3,
comparando-os com os obtidos para a integral J, por Cunha e outros (1995). Nesse trabalho
foi utilizada uma malha refinada de elementos finitos para efetuar a analise do equilibrio,
realizando o calculo da integral J, em pds-processamento, com base no recurso ao tensor

momentum energia de Eshelby. Trés caminhos de integracdo foram utilizados nesse estudo.
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Figura 20 - Exemplo 3: Caminho da integral J em torno de uma das
extremidades da fissura

A malha II, tal como referida no citado trabalho, ¢ obtida por um processo adaptativo,
ou seja, ¢ uma malha que permite boa representacdo das tensdes proximo a trinca. Sdo
considerados elementos triangulares de 3 nods, e depois elementos triangulares de 6 nos.
Consta, ainda, daquele trabalho, a referéncia a um valor de K; calculado para o mesmo
problema, tomado de Owen e Fawkes (1983), que seria K;=560 (unidade: ?), o que, pela
expressao J = Klz/E, no caso do Exemplo 3, daria o valor de J = 1,4933. No entanto, ndo fica
claro, com a consulta a fonte acima indicada, porque esse valor de K; pode ser tomado como
correto. Os resultados, para o célculo da integral J, com base no programa Elcfrat, que
aparecem na ultima coluna da tabela 3, sdo obtidos para trés caminhos elipticos distintos, e
revelam, com razoavel aproximacao, a propriedade da independéncia do caminho da integral
J. Porém, se comparados com os valores apresentados por Cunha e outros (1995), eles
diferem entre si em torno de 3% até 9%. Como ha pouco foi dito, o valor de J=1,4933,
tomado do referido trabalho, como base para avaliacao da eficiéncia, por ser obtido a partir de
K, fator de intensidade de tensao do modo de abertura, ndo pode ser considerado como a
expressao mais proxima da verdade. Assim, pode-se aceitar que a tabela 3 revele uma
razoavel aproximacdo entre os resultados baseados no BEM e no MEF, para a integral J.
Quanto a questdo do sistema de unidades, embora ndo haja referéncia ao que foi utilizado por
Cunha e outros (1995), e nem mesmo seja explicitada a unidade de medida de Kj, o recurso
foi admitir-se que o exemplo apresentado deveria estar algo proximo de um que foi incluido
em Cimini Junior e outros (1991), no qual a unidade de for¢a adotado € o Newton, ¢ a unidade

de comprimento ¢ o milimetro.



Tabela 3 - Comparagdo do calculo de J (J/M) pelo MEF e pelo BEM

CUNHA et al (1995)| CUNHA et al (1995)| Presente trabalho
Caminho 1 1,4520 1,4120 -
Caminho 2 1,4074 1,4934 -
Caminho 3 1,4618 1,4990 -
Elipse 1 (a=0,10m) - - 1,53851
Elipse 2 (a=0,16m) - - 1,53912
Elipse 3 (a=0,18m) - - 1,53914
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Assim sendo, os valores constantes em Cunha e outros (1995) devem ser
K= 560 N/mm*? e E=210 000 N/mm?>. E o valor da integral J, retirado de Owen e Fawkes
(1983) e calculada através da expressio J= Ki*/E, deve ter o valor 1,4933 Nmm/mm®. Com
base nessa hipodtese, adotou-se uma espessura de 1 mm para a chapa, a fim de serem
compatibilizados os resultados constantes das colunas 2 e 3 da tabela 3.

No intuito de explicar detalhadamente a metodologia baseada no parametro
termodindmico de fratura, serdo apresentados, a seguir, dois exemplos, 0 4 € 0 5, com base
nos mesmos dados geométricos dos exemplos 1 e 2, respectivamente. No entanto, ao invés de
uma carga uniforme, aplicada em uma das extremidades da haste, tém-se agora deslocamentos
uniformes prescritos, em ambas as extremidades. No caso do exemplo 4, o valor dos
deslocamentos prescritos aplicados no sentido do aumento do comprimento da peca, ¢ igual a
10°m. Na tabela 4 sdo apresentados os resultados referentes a esse exemplo, ficando
evidenciado que, diferentemente da integral J, ndo vale a propriedade de independéncia do
caminho no caso do parametro termodinamico G Observe-se que ¢ bastante razoavel a
previsdo para a orientagdo do possivel avango da fissura, indicada pelos angulos das duas
ultimas colunas da tabela 4: a simetria dos deslocamentos prescritos sugere que o angulo da
fissura com o eixo x; seja zero, e nessa tabela verifica-se que ddo sempre algo em torno de um
décimo de grau.

Neste ponto, vale descrever em linhas gerais o procedimento para a realizagdo dos
experimentos numéricos cujos resultados estao sendo apresentados. Inicialmente, fornece-se
como dado, ao programa Elcfrat, o valor do pardmetro critico y& e, também, um valor de
tolerancia para o célculo iterativo do valor limite de Gi. A convergéncia do processo iterativo,

para um s valor do limite de Gy, revela-se bastante boa.
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Tabela 4 - Valores de J, G, e a diregdo de possivel propagacdo da fissura: exemplo 4

Valor de a Caso de deslocamento constante prescrito nas extremidades da
haste (J/m)
m
J Gy
0,200 1056,285 241,3896
0,280 1056,589 365,0595
0,345 1056,516 473,57781
0,472 1058,628 703,0787
0,495 1057,548 744,8425

. -2 . ~
No exemplo 5, a seguir, prescreve-se um deslocamento constante, 10~ m, na direcao
tangencial, em todos os nds da face extrema esquerda, na figura 12, ficando a outra com
deslocamento nulo na mesma direcdo. Note-se que hd uma tendéncia clara de convergéncia

para um valor do angulo de avango da fissura em torno de 16,8°, sentido horario em relagdo

ao eixo x; (Tabela 5).

Tabela 5 - valores de J, de G; e da direcao de avango da fissura: exemplo 5

Valor de a (m) | Caso de deslocamento constante prescrito nas extremidades
da haste (J/m)
J Gy
0,200 687,9999 356,3301
0,280 689,42519 438,4738
0,345 690,8777 486,9242
0,405 692,3343 522,0943
0,472 689,7161 548,6402
0,495 680,7566 550,9933
0,499 678,3267 550,9299

Evidentemente, G; ¢ um parametro que depende do tamanho da parte P contornada
pelo correspondente caminho eliptico. Isso faz com que a concepcao de G seja a do que se
denomina, na termodindmica, de uma grandeza extensiva. Assim, quanto maior for a extensao

da parte P, mais aumenta a possibilidade do valor de G representar o que ocorre, na realidade,

com o solido inteiro.
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A metodologia utilizada no estudo da fratura que usa a integral J como parametro
inclui a determinacao experimental de valores criticos (Ji, por exemplo) dessa grandeza, que

deverdo servir de referéncia para critérios de integridade baseados na comparagdo com o valor

de J obtido modelo teodrico aplicado ao solido em analise.
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