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INTRODUCAO

Jean Piaget é o fundador da Epistemologia Genética
e um dos maiores contribuintes da Psicologia Genética.
Suas pesquisas nessas areas tém por objetivo analisar a gé-
nese dos conhecimentos e das estruturas a eles necessarias,
desde suas origens orgénicas até os niveis mais comple-
xos, em especial, o do conhecimento cientifico. Na Psi-
cologia Genética, Piaget realiza um estudo experimental
e tedrico que visa verificar questdes de fato sobre a génese
do conhecimento e de suas estruturas. A Epistemologia
Genética se encontra em um plano filoséfico e se constitui
tanto em analises dos conhecimentos gerados pela Psico-
logia Genética quanto em analises historico-criticas da
génese do conhecimento cientifico e de suas estruturas.

Em linhas gerais, podemos dizer ainda que, a partir
da delimitacdo metodologica da Psicologia Genética, pela
observacéo e explicitacio dos fatos relacionados ao desen-
volvimento dos sujeitos, a Epistemologia Genética surge
em um contexto que busca descobrir a génese dos mais
distintos tipos de conhecimentos para entdo analisar sua
evolugdo, desde os niveis elementares até o conhecimento
e o raciocinio em contextos cientificos. Nesse sentido, por
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um lado, Piaget busca compreender como se da a evolugdo
dos conhecimentos individuais, no campo psicogenético,
e, por outro, faz uma andlise histérico-critica da ciéncia,
de sua génese e de seu desenvolvimento. Podemos entdo
dizer, grosso modo, que a Epistemologia Genética e as pes-
quisas de Piaget em Psicologia Genética objetivam deter-
minar quais sdo as estruturas epistémico-psicologicas (ou
estrutura mental)! necessarias ao conhecimento cientifico.

Nesse contexto, dois tipos de conhecimentos cientifi-
cos considerados por Piaget sdo a Légica e a Matematica.

Para Piaget (1983, p.39-49), ndo existem conhecimen-
tos que sdo resultado de meros registros de observagdes,
uma vez que sempre € necessaria uma estrutura que se
origina das atividades do individuo.? O autor considera
que o conhecimento n3o se constitui como mera cépia do
real, mas se constitui ao “agir sobre ele e transforma-lo
[...] em funcdo dos sistemas de transformacdo aos quais
estdo ligadas estas a¢des” (p.15). Tais estruturas cogniti-
vas ndo sdo inatas. Para o autor (1983, p.39-49), somente
o funcionamento da inteligéncia é hereditario, e ndo as
proprias estruturas.

Assim, as estruturas epistémico-psicoldgicas sdo re-
sultado de organizacoes de acoes exercidas sobre objetos,
reorganizadas segundo as caracteristicas especificas de
tais objetos e de acordo com as possibilidades de organi-

1 Conforme veremos no Capitulo 2 deste livro, segundo Ramozzi-
-Chiarotinno (1984) “a estrutura mental é a estrutura orgéanica
responsével pela capacidade humana de estabelecer relagdes, con-
dic¢do de todo conhecimento possivel” (p.34). Entretanto, neste
livro, ndo estudaremos a correlagdo entre as estruturas epistémico-
-psicolégicas e suas raizes organicas.

2 Notemos que, para as atividades que o sujeito realiza quando
interage com o objeto, sdo necessarias estruturas anatdémicas e
morfoldgicas ja constituidas e que, no caso da estrutura mental, em
especial, se originam das atividades do sujeito e nelas.
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zagio (coordenagio). As estruturas cognitivas sio, assim,
construidas mediante a interacdo entre o sujeito e o objeto
de conhecimento.

Essa concepc¢do estrutural, bem como a nogdo de que
o conhecimento e suas estruturas necessarias sdo cons-
truidos pelo sujeito, por meio de sua agio sobre o objeto,
ambas presentes na teoria piagetiana, fornecem os ele-
mentos para uma possivel formalizacio e solucdo de ques-
toes relacionadas a analise do conhecimento cientifico por
meio de uma exploracio l6gico-matematica, levando em
consideragio a forma dos modelos abstratos que consti-
tuem esse conhecimento (Piaget, 1979, p.37), sendo as
estruturas dos modelos abstratos estudadas nas areas da
Logica e da Matematica.

Dentro desse contexto geral, neste livro buscaremos
compreender e explicitar, através da Epistemologia Ge-
nética, como o sujeito epistémico constroi as estruturas
l6gico-matematicas, partindo das relacdes entre as estru-
turas epistémico-psicoldgicas, encontradas na Psicologia
Genética, e as estruturas abstratas, estudadas na Légica
e na Matemadtica. Procuraremos responder a questdo de
uma forma eminentemente piagetiana: explicitando a gé-
nese no desenvolvimento de uma estrutura necessaria ao
conhecimento a partir das relacdes entre sujeito e objeto.

O problema principal a ser investigado situa-se em um
contexto epistemolégico, em especial, na Epistemologia
da Matematica e da Logica. Devido ao carater extrema-
mente abstrato e cada vez mais formal das estruturas
logico-matematicas, esse conhecimento é bastante distin-
to dos demais, o que sugere o questionamento acerca da
possibilidade e do tipo de existéncia de tal conhecimento
formal e, por conseguinte, a busca pelo entendimento da
natureza das estruturas de carater estritamente abstrato,
uma vez que os objetos l6gico-matematicos, evidente-
mente, ndo sdo passiveis de observac¢io empirica.
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Ora, para Piaget, a Epistemologia, sob sua forma geral,
deve considerar o conhecimento tanto do ponto de vista do
objeto quanto do sujeito. Em particular, quando ela trata
a Matematica, seja sob a forma axiomatizada, seja sob a
forma de relacdes logicas puramente formais, acaba tra-
tando apenas o conhecimento do ponto de vista do objeto,
apesar de ser constantemente reconduzida aos proble-
mas das relacoes estabelecidas entre o sujeito e o objeto de
conhecimento. Nesse sentido, o problema especifico, em
Epistemologia da Matemadtica, que serd abordado neste
livro, é compreender como a Logica e a Matematica sdo
possiveis (e, como diria Piaget, nio somente naquilo que
concerne as atividades do sujeito que produz tal conheci-
mento, mas também da adequac¢io desse conhecimento
produzido ao real propriamente dito).

Quanto a Epistemologia da Légica, em primeiro lugar,
o presente livro busca explicitar, com base no pensamento
de Piaget, a légica enquanto axiomatizacdo das estrutu-
ras operatorias do sujeito, mas nio se limitando a elas.
Como veremos, as estruturas logicas sdo formalizagdes
das estruturas operatoérias do pensamento do sujeito, ou,
em outras palavras, as estruturas logico-matematicas sdo
estruturas operatérias formais especificas.

Para Piaget, o conhecimento é um processo continuo
de construcdes que se origina das atividades do sujeito
e nelas. As estruturas légicas, enquanto conhecimentos
cientificos, resultam desse processo continuo de constru-
¢do. Nesse contexto, buscaremos aqui identificar algumas
das estruturas operatérias do pensamento do sujeito para
mostrar as relacdes dessas estruturas com as estruturas
l6gicas (e matematicas), iniciando com uma estrutura psi-
colégica construida por ele no primeiro periodo de seu de-
senvolvimento, que Piaget denomina de sensério-motor,
cuja estruturacdo se da por meio de a¢des propriamente
ditas sobre objetos fisicos.
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Nesse sentido, quando nos perguntamos como o sujei-
to epistémico compreende as estruturas l6gico-matema-
ticas abstratas, no contexto da Epistemologia Genética,
estamos justamente buscando as relagdes que podem ser
estabelecidas entre as estruturas epistémico-psicolégicas
e as mais diversas estruturas da Légica e da Matemati-
ca. Nossa hipotese entdo € a de que o sujeito epistémico
(sujeito do conhecimento) compreende as estruturas abs-
tratas por meio de um sistema de operagdes sobre signos
(e, no caso das geometrias, por meio de um sistema de
signos e simbolos). A pergunta que nos fazemos, diante
do exposto, é: como explicitar o funcionamento de uma
estrutura epistémico-psicologica, cujo surgimento, no
sujeito do conhecimento, se dd no periodo operatério for-
mal, por um processo ininterrupto de abstracdes reflexi-
vas e experiéncias l6gico-matemadticas iniciado nas agdes
sensorio-motoras?

Segundo Piaget (1978), ainda que a Logica axioma-
tizada possa cortar todos os seus vinculos com o sujeito,
tornando-se puramente formal, algumas perguntas ainda
sdo necessdrias: ‘‘quais as relacdes entre os procedimentos
da formalizagdo e os do pensamento ‘natural’? Que é que
a logica vem a formalizar? Por que depara a logica com
limites, como demonstrado por Gédel?” (p.40).

Se buscarmos nas estruturas operatérias do sujeito
os elementos que a Légica formaliza, devemos levar em
conta o processo historico de constru¢do que interessa a
todos os niveis do desenvolvimento, desde os mais ele-
mentares até as formas das estruturas operatérias superio-
res (Piaget, 1980, p.320).

Ao percorrer essa génese de construgdo do conheci-
mento, devem-se deixar de lado as experiéncias internas,
consideradas estaticamente, e levar em conta os meios
pelos quais o sujeito passa de um conhecimento elemen-
tar rumo as formas superiores, por meio de abstracdo
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reflexionante. Esta, segundo Piaget (1995), consiste em
uma forma de abstracdo que “[...] procede de agdes ou
operacoes do sujeito” (p.4-5) e, a partir dessas acdes ou
operagdes, ela “[transfere] a um plano superior o que foi
tirado de um nivel inferior de atividade, do que advém
diferengas que levam necessariamente ao patamar de che-
gada a composi¢des novas e generalizagdes”. Trata-se de
uma abstragdo das proprias coordenacdes de suas acdes
(diferentemente de uma “abstracdo empirica” das pro-
priedades fisicas dos proprios objetos fisicos).

Nesse contexto, a Psicologia estdo reservadas, segun-
do o pensamento piagetiano, as condi¢des de fato que se
referem a formagdo dessas estruturas elementares e a pas-
sagem do plano de coordenacdo de a¢des ao da abstragio
reflexionante. Piaget (1980) considera, enfim, que “as
pressuposi¢bes operatorias de tal axiomatizagdo légica
sdo extraidas por abstracdo reflexionante das estruturas
operatdrias subjacentes do pensamento natural” (p.332).
A Logica poderd, entdo, formalizd-las enquanto sistema
de operagdes abstratas.

Cabe ainda evidenciar que tal abordagem epistemolo-
gica néo se identifica com as formas de psicologismo, que
reduzem as verdades l6gicas e matematicas a Psicologia.
Segundo Piaget, diferentemente, trata-se da formaliza¢do
de estruturas operatérias subjacentes ao pensamento, e
nao dos dados introspectivos da consciéncia. De acordo
com o tedrico (1980), “a consciéncia atinge apenas o resul -
tado dos processos mentais sem incidir sobre os seus me-
canismos intimos e s6 descobre uma parte destes por meio
de abstracio reflexionante” (p.331). Portanto, os sujeitos
nio tém consciéncia das estruturas subjacentes aos seus
processos mentais, e ndo se poderia reduzir a Logica e a
Matematica aquilo que se encontra em tais consciéncias,
pois voltariamos as concepgdes psicologistas, que empo-
brecem as formas abstratas que caracterizam as axiomati-
zagOes das teorias dessas dreas.



COMO E POSSIVEL O CONHECIMENTO MATEMATICO? 17

Devemos, com isso, buscar, nas estruturas epistémi-
co-psicologicas elementares, do ponto de vista genético,
a constituicdo inicial das estruturas logico-matematicas
abstratas. De fato, como afirma Piaget (2001), no caso da
transitividade de relacoes seriais ou mesmo de encaixes
topoldgicos no plano representativo, é possivel encontrar
sua equivaléncia funcional ja no periodo sensério-motor,
quando o sujeito tem uma inteligéncia prética. Por exem-
plo, “[...] quando um bebé levanta uma cobertura, sob a
qual se tinha colocado um rel6gio, e percebe um chapéu
(que se tinha escondido 14, sem que ele soubesse e sob o
qual se colocou o relogio), imediatamente levanta o boné,
esperando ai encontrar o rel6gio” (p.82). Nesse caso, con-
tinua: “compreende entdo, através da a¢do, uma espécie
de transitividade das relagdes que se poderiam exprimir
em palavras: ‘o relogio estava sob o chapéu, o chapéu sob
a cobertura, donde o reldgio esté sob a cobertura’”.

E mais instrutivo, porém, de acordo com Piaget
(1980), iniciar nossas analises nas “primeiras estruturas
propriamente operatérias que se constituem |[...] sob uma
forma relativamente equilibrada e que servem de tram-
polim a todas as outras construgdes ulteriores” (p.347).
Trata-se, como veremos, do periodo operatério concreto,
sendo que os trés tipos de estruturas que se apresentam
na andlise genética, nesse periodo, sdo sempre estruturas
que recaem ora sobre objetos, ora sobre relacées, ora sobre
nogdes de vizinhanca, de limite e de continuidade.?

3 Respectivamente, as estruturas algébricas, as estruturas de ordem
e as estruturas topologicas, consideradas estruturas-maes pelo
grupo de mateméticos Nicolas Boubarki, com frequéncia citado
por Piaget. Esses trés tipos de estruturas sio irredutiveis umas
as outras. No entanto, fornecem entre si diversas combinagdes,
gerando outras estruturas mais complexas e generalizadas do
ponto de vista genético, bem como do ponto de vista matematico.
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Primeiramente, segundo ele, as operagdes elementa-
res provém das a¢des: a operacdo reunido consiste numa
interiorizacgio do ato propriamente dito de reunir objetos.
Portanto, tal ato — o de reunir, por exemplo — incide sobre
o préprio objeto fisico e se desenrola num contexto geral
que ele denomina de experiéncia. Tal fato exprime uma
das principais razdes utilizadas por Piaget para justificar
que a linguagem ndo é a inica responsavel pelo surgimen-
to das operag¢des 16gico-matematicas elementares. Para o
autor, existem origens mais profundas do que a lingua-
gem no que diz respeito a constituicdo das estruturas do
periodo operatério concreto.

O estudo das operagdes de classes e de relagdes mostra
que as operacdes que possibilitam reunir ou dissociar as
classificacdes ou seriagdes tém suas origens nas acoes de
organizar e desorganizar objetos, isto é, nas coordenagdes
de agdes, e, portanto, tém suas raizes do periodo sensério-
-motor. Logo, nio é somente a linguagem que forma esse
tipo de operacio: podemos observar na inteligéncia sensé-
rio-motora o seu equivalente funcional.

No entanto, evidentemente, a linguagem fornece uma
generalidade para tais estruturas de classes e de relagdes.
A questdo é considerar tnica e exclusivamente a lingua-
gem como sendo a origem desse pensamento operatério.
Tal exemplo — e muitos outros poderiam ser dados — es-
clarece a origem das operacdes constitutivas de encaixa-
mentos representativos, por exemplo: tém suas raizes nas
proprias coordenagdes motoras.*

4 Nesse sentido, apesar de Piaget considerar que é mais instrutivo
buscar nas estruturas operatorias elementares a constitui¢do inicial
das estruturas logico-matematicas, no Capitulo 2 relacionaremos
uma estrutura sensério-motora, o grupo pratico de deslocamentos,
com uma estrutura matematica, o grupo, mostrando como essa é
a forma matematica daquele. [sso nos parece necessario porque,
primeiro, podemos mostrar que a origem das estruturas légico-
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Portanto, para este livro, a linguagem ndo ¢ suficiente
para explicar o surgimento das estruturas l6gico-mate-
maticas, uma vez que as raizes de tais estruturas estdo
no periodo sensério-motor (construindo-se através do
periodo operatorio concreto até chegar ao periodo opera-
tério formal ou hipotético dedutivo), assim definido por
Piaget e colaboradores (1976; 2003; 2008), a inteligéncia
consistindo em coordenar ac¢des sobre as bases de uma
inteligéncia pratica ou perceptiva (portanto sensorial) e
motora.

Por meio desta breve discussdo sobre algumas das
concepgoes epistemoldgicas presentes na teoria de Jean
Piaget, elaboramos nossa principal hipotese: o sistema de
operacdes sobre signos € a estrutura epistémico-psicol6-
gica que possibilita ao sujeito epistémico a compreensio
das mais variadas estruturas da Légica e das Matematicas
abstratas.

De forma resumida, podemos dizer que a correspon-
déncia entre as estruturas epistémico-psicologicas e as es-
truturas matematicas permite explicar como estas ultimas
sdo possiveis, na medida em que as primeiras assumem a
forma delas, e como o sujeito entende as estruturas mate-
maticas, na medida em que elas sdo formas de um sistema
de acdes e operacdes, o que permite que ele venha a tomar
consciéncia dessas formas. Nesse sentido, as estruturas
abstratas sdo construidas através de abstracdes reflexi-

-matematicas esta de fato nas a¢des sensorio-motoras e, segundo,
uma de nossas principais hipoteses é a de que o sujeito compreende
essas estruturas por meio da sua representagdo através de um sis-
tema de operagdes parciais sobre signos. De forma geral, podemos
correr o risco de pensar que o sistema de operagdes sobre signos é
meramente um sistema linguistico, mas, como veremos, a génese
desse sistema estd nas agdes sensorio-motoras, que tornam a sua
analise muito mais profunda do ponto de vista psicogenético.
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vas e experiéncias l6gico-matematicas sobre operagdes do
pensamento natural.

Para compreendermos o funcionamento do sistema de
operagdes sobre signos, a estrutura epistémico-psicologi-
ca que permite ao ser humano compreender as estruturas
matematicas especificas e abstratas, pressupomos que o
correspondente funcional dessa estrutura pode ser encon-
trado nas acdes sensério-motoras, que sdo, por sua vez, a
base para qualquer tipo de conhecimento e, em especial,
o cientifico, segundo a Epistemologia Genética. Além
disso, como veremos, optamos por uma analise estrutural
do ponto de vista genético, e ndo por uma andlise fun-
cional, ou funcional e estrutural. Como nosso interesse
¢ compreender a possibilidade do conhecimento das es-
truturas l6gico-matematicas, optamos por limitar nossa
analise somente ao ponto de vista estrutural.

Para realizar a andlise da constituicdo das estruturas
l6gico-matematicas pelo sujeito, através das relacoes pos-
sivels entre tais estruturas e as estruturas epistémico-psi-
coldgicas, no Capitulo 1 apresentaremos alguns conceitos
l6gico-matematicos e, a partir de tais conceitos, buscare-
mos explicitar o que entendemos por formas matemati-
cas, através das nog¢des de estruturas (matematicas) e de
isomorfismos entre elas.

No Capitulo 2, apresentaremos alguns aspectos da
teoria de Piaget que dizem respeito ao periodo senso-
rio-motor e mostraremos que, ja na estruturacio sen-
sorio-motora, existem formas matematicas no sentido
definido anteriormente. Nesse capitulo, mostraremos
que a génese das estruturas abstratas esta nas acdes sen-
sorio-motoras e que, de acordo com a teoria epistemo-
logica de Piaget, encontramos os fundamentos para a
compreensdo das estruturas matematicas nas agoes e, por
conseguinte, podemos dizer que em suas acdes praticas
o sujeito ja possul uma estruturacio que tem uma forma
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l6gico-matematica. Assim, os atos representativos que
ele é capaz de realizar nos proximos estagios de seu desen-
volvimento sio a¢des internas cada vez mais complexas e
coordenadas em sistemas.

No Capitulo 3, inspirados nos trabalhos de Tassina-
r1, explicitaremos uma estrutura matematica — a estrutura
de digrafos-RPT — associada a uma estrutura epistémico-
-psicologica — o sistema de esquemas de transfiguracoes.
Além disso, analisaremos como esse sistema constitui uma
estrutura epistémico-psicolégica necessdria para com-
preender como se da a passagem na qual a crianca age
sobre a experiéncia sensivel até o surgimento das estruturas
l6gico-operatérias.

Por fim, no Capitulo 4, elaboraremos nossas princi-
pais hip6teses para responder como o sujeito compreende
as estruturas l6gico-matematicas abstratas a partir de um
sistema de esquemas de transignacdes.



1
As ESTRUTURAS MATEMATICAS

E impossivel consagrar-se a uma exposi¢do criti-
ca do estruturalismo sem comegar pelo exame das
estruturas matemdticas, e isso devido a razoes
ndo apenas logicas, mas também pertencentes a
propria histéria das ideias.

[...] parece incontestdvel que a mais antiga es-
trutura, conhecida e estudada como tal, foi a de
“grupo”, descoberta por Galois, e que lentamen-
te conquistou as Matemdticas do século XIX.
[...] Fundamento da dlgebra, a estrutura de grupo
revelou-se de uma generalidade e de uma fecun-
didade extraordindrias. Encontramo-la em quase
todos os dominios das Matemdticas e na Logica;
adquiriu uma importancia fundamental na Fisica
e é provdvel que o mesmo acontecerd um dia em
relacdo a Biologia. E importante, pois, procu-
rar compreender as razoes desse sucesso porque,
podendo ser considerado como um protdtipo das
“estruturas”, e em dominios onde tudo o que se
afirma deve ser demonstrado, o grupo fornece as
mais sélidas razoes para confiar em um porvir do

estruturalismo quando reveste formas precisas.

(Piaget, 1979, p.12)
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Neste capitulo, apresentaremos nossa concepcio de
um tipo particular de forma matematica, a partir das no-
¢oes de estruturas e de isomorfismos entre estruturas.
Para tal, seguiremos os seguintes passos: explicitaremos a
definicdo de estrutura matematica especifica, a partir do
trabalho de Shoenfield (1967); apresentaremos a defini-
¢do de operacio parcial unitéria e mostraremos como uma
estrutura matemdtica especifica A pode ser considerada
como constituida de conjuntos de conjuntos de opera-
¢des parciais unitarias no conjunto de individuos de A;
exemplificaremos uma das mais importantes estruturas
estudadas em Matematica, a estrutura de grupo, e abor-
daremos a nogdo de “estrutura matemdtica abstrata”, me-
diante a nogio de sistema abstrato de Kleene (1952), para
mostrar que o grupo é uma estrutura matematica abstrata;
finalmente, explicitaremos o que entendemos por forma
matematica para, nos capitulos posteriores, discutir a
questdo da existéncia de formas matematicas nas estrutu-

ras epistémico-psicoldgicas do sujeito epistémico.

Estruturas matematicas especificas

Para introduzir a defini¢do de estrutura matematica es-
pecifica, vamos nos basear livro Mathematical Logic (Sho-
enfield, 1967), por se tratar de obra de referéncia na area.
Comecemos, entdo, com algumas defini¢cdes necessarias

para a defini¢do de estrutura matematica especifica.!

1 Shoenfield (1967, p.9) introduz inicialmente os conceitos de con-
juntos e mapeamento para depois derivar todos os outros a partir
desses. Essa introdugéo inicial visa apenas estabelecer a terminolo-
gla e anotagdo, pois tais conceitos sdo em momento posterior trata-
dos axiomaticamente pelo autor. Neste livro, necessitamos apenas
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Defini¢do 1.1. Dado um conjunto A, uma n-upla em A

¢ uma sequéncia de n elementos (ndo necessariamente
distintos) de A.

Notagao 1.1. Denotamos por (a,, a,, ..., a ) an-upla
cujos elementos sdo, respectivamente, a,, a,, ..., @ e por
A" o conjunto de todas as n-uplas em A.

Por exemplo, an-upla (0, 3, 5, 5, 394) é uma 5-upla (ou
quintupla) no conjunto dos nimeros naturais.

Temos entio as seguintes defini¢des, segundo Shoen-

field (1967, p.10):

Defini¢do 1.2. Dado um conjunto A, um predicado n-ario
em A é um subconjunto do conjunto de n-uplas em A.
Por exemplo, no conjunto dos nimeros naturais,
o predicado (relagdo ou propriedade) unario “x é par” é o
conjunto {2, 4, 6, 8, ...}; o predicado 2-ério (binério) “x é
menor que y” € o conjunto {(x,y) | x < y}, ou seja, {(0,1),
(0,2),(1,2), ...}; e o predicado binério “x é maior que y” é
o conjunto {(x,y) | x >y}, ouseja, {(1,0), (2,0), (2,1), ...}.

Notacido 1.2. Se P denota um predicado n-ario, entdo
Pa,, a,, ..., a) denota que an-upla (a, a,, ..., a )esta
em P. Em especial, quando P é um predicado binario, es-
crevemos a, P a, para denotar que (a,, a,) estd em P.

Por exemplo, escrevemos Par (2) para denotar que o

nimero € par, e 0 < 1 para denotar que 0 é menor que 1.

estabelecer a terminologia e a notagéo relativas as estruturas mate-
méticas para, a partir dai, expor alguns resultados gerais sobre
elas, motivo pelo qual também assumiremos, em nossa exposicio,
as nogdes de conjunto e mapeamento como nog¢des primitivas,
sem discutir a questdo da fundamentacdo da Matemética a partir
de teorias axiomdticas de conjunto (como se costuma fazer nos
estudos contemporaneos em Légica Matematica), pois ultrapassa
o objetivo deste livro.
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Defini¢do 1.3. Dados dois conjuntos A e B nio vazios,
um mapeamento IF de A em B é uma atribui¢do de um
objeto b em B para cada objeto a em A. Nesse caso, b é
denominado valor de a segundo 0 mapeamento F, A de
dominio de F e B de contradominio de F.

Notagao 1.3. Escrevemos IF(a) para denotar o valor de a
segundo o mapeamento F.

Defini¢ao 1.4. Uma funcio n-dria de A em B é um ma-
peamento de A"em B.2

Por exemplo, a fun¢io sucessor s do conjunto dos nu-
meros naturais para o conjunto dos nimeros naturais, tal
ques(0) =1, s(1) = 2, s(2) = 3 etc. ¢ uma funcdo undria; a
funcio adi¢do + do conjunto de pares de nimeros naturais
para o conjunto dos nimeros naturais, tal que ao par (x,y)
¢ atribuido o valor x+y, é uma funcéo binaria.

Podemos agora introduzir a defini¢do de estrutura ma-
tematica especifica.’

Defini¢do 1.5. Uma estrutura matematica especifica A é
constituida por:*

2 Ao considerar uma fungdo n-aria como um mapeamento, pressu-
pomos que, na Defini¢do 1.3, cada objeto a de A esta relacionado
com um unico objeto b em B. Nesse caso, cada n-upla (a,, a,, ...,
a ) de A" esta relacionada com um unico elemento b de B e, por-
tanto, a nogdo de fun¢do de A em B e a de mapeamento coinci-
dem. Buscamos definir funcdo a partir da nogdo de mapeamento,
pois acreditamos que esta é mais intuitiva ao leitor. Além disso,
seguimos aqui o livro do Shoenfield (1967), no qual a definigao de
fungdo se faz através da defini¢do de mapeamento.

3 Em geral, nos textos matemadticos, usa-se o termo “estrutura
matemdtica” sem o adjetivo “especifica”’, como aqui. Entretanto,
usamos esse adjetivo para distinguir as estruturas matematicas
abstratas que consideraremos mais adiante e que ndo satisfazem a
definigdo introduzida neste momento. Assim, ambas, estruturas
matematicas especificas e estruturas matematicas abstratas, serdo
consideradas tipos especiais de estruturas matematicas.

4 Essa nogio é introduzida por Shoenfield (1967, p.18). No entanto,
a definigdo de estrutura, em sua obra, como usualmente se faz em
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(i) Um conjunto ndo vazio |A| de elementos. |A| é de-
nominado o universo ou dominio da estrutura e os seus
elementos sdo denominados individuos da estrutura.
(i) Um conjunto P, de predicados n-arios em |A[".
(iii) Um conjunto F, de fungdes n-arias de |A|" em |A|.

Por exemplo, podemos considerar a estrutura N cons-
tituida por: (i) conjunto dos niimeros naturais, com (ii) os
predicados binérios “x é menor que y” (denotada por <) e
“x é maior que y” (denotada por >) e (iii) com as funcdes
adi¢io (denotada por +) e multiplicacdo (denotada por .).
Neste caso, (i) |N| é o conjunto dos nimeros naturais,

(i) P, = {<, >} e iii) F, = {+,.}.

Notagao 1.4. Escrevemos < |A], P,, F, > para denotar a
estrutura matematica especifica A, constituida pelo con-
junto |A], pelo conjunto de predicados n-arios P, e pelo
conjunto de fungdes n-arias F,.

Ocasionalmente, os conjuntos P, e F, podem ser va-
zios, finitos ou infinitos.

Por fim, pela Defini¢do 1.5, podemos ainda conside-
rar que os predicados n-arios e as fungdes n-arias podem
ser considerados, eles préprios, estruturas matematicas.
Com efeito, temos que, ocasionalmente, o conjunto P, de
predicados e o conjunto F, de fungdes de uma estrutura A
podem ser vazios. No caso de um predicado n-ario P, po-

Logica Matematica, estd definida em termos de linguagens de pri-
meira ordem. Nesse caso, o autor faz, na definigdo de estrutura, um
mapeamento que leva cada simbolo néo l6gico (simbolos predicati-
vos n-arios e simbolos funcionais n-arios) da linguagem a predicados
n-arios e fungdes n-arias da estrutura para a linguagem. Por outro
lado, para tratarmos o estudo das estruturas l6gico-mateméticas em
termos de operagdes parciais unitéarias, como faremos neste livro, é
suficiente considerar a estrutura como conjuntos de individuos, de
predicados n-arios e de fungdes n-drias e, para tal, ndo é necessdria,
por hora, a defini¢do de linguagem de primeira ordem.
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demos considerar que P determina biunivocamente uma
estrutura A, cujo dominio sdo os elementos relacionados
por P, o conjunto de predicados € o conjunto unitario {P}
constituido apenas por esse predicado P e o conjunto de
funcdes n-arias é vazio. Analogamente, no caso de uma
fungio n-dria f, podemos considerar que f determina biu-
nivocamente a estrutura A, cujo dominio sao os elemen-
tos que se encontram no dominio e contradominio de f
(que, neste caso, serd considerado o proprio conjunto A,
uma vez que F, é um conjunto de fungdes n-arias de |A["
em |AJ), o conjunto de predicados é vazio e o conjunto de
fung¢des é o conjunto unitdrio {f}constituido apenas por
essa funcéo f.

Temos entdo os seguintes resultados particulares im-
portantes para nossas analises posteriores.

Proposicdo 1.1. Os predicados n-arios sdo estruturas

matematicas.

Proposicdo 1.2. As fungdes n-arias sdo estruturas

matematicas.

Vemos assim como uma estrutura matematica pode
ser definida de modo completamente geral e abstrato,
considerando-se apenas um conjunto de individuos, os
predicados n-arios e as funcoes n-arias entre eles.

Estruturas matematicas especificas e
operagoes parciais unitarias

Introduziremos primeiramente a defini¢do de opera-
¢do parcial unitaria e mostraremos como uma estrutura
matematica especifica A pode ser considerada como cons-
tituida de conjuntos de conjuntos de operacdes parciais
unitarias no conjunto de individuos de A.
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Uma operac¢do matemadtica® pode ser considerada um
procedimento sobre certos elementos. Usualmente, de-
fine-se operagdo matemdtica a partir da nogio de funcio,
mas introduziremos essa defini¢do aqui a partir da nog¢do
de mapeamento, mais bésica neste livro.

Defini¢do 1.6. Dado um conjunto A, uma operac¢io ma-
tematica n-aria em A € um mapeamento do conjunto de
n-uplas em A para o proprio A.

Por exemplo, a operacdo adi¢do, no conjunto dos na-
meros naturais, atribui ao par ordenado (2,3) o nimero
natural 5. Notemos entdo que as fun¢des sucessor s, adi¢do
+ e multiplicacgdo . citadas anteriormente sdo operagdes
matematicas no conjunto dos nimeros naturais, sendo que
a operagio s € uma operagio undria, e as operagdes + e . sdo
operagdes bindrias.

Notemos entdo que uma opera¢do matematica em A é
uma funcéo (Definicdo 1.4) n-aria de A" em A.

Além disso, é condi¢do necessaria que uma operacio
n-aria tenha, para cada elemento ou n-upla do dominio,
um e somente um elemento correspondente no contrado-
minio. No entanto, podemos considerar certos tipos de
operagdes que ndo estdo definidas para todos esses ele-
mentos, o que leva a definicéo a seguir.

Defini¢ao 1.7. Dado um conjunto A, seja B um subcon-
junto de A"; uma operagdo matematica parcial n-dria em
A é um mapeamento de B em A, atribuindo, a cada n-upla
pertencente a B (e cada n-upla pertencente a B é uma

5 Oadjetivo “matematica” serd usado para distinguir os dois diferen-
tes usos da nogdo de operagio neste livro: utilizaremos “‘operagéo
matematica” para designar as operagdes em Logica e Matematica,
no sentido que sera definido a seguir, e simplesmente “operagio”
para designar as operagdes mentais estudadas pela Epistemologia
Genética.
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n-upla pertencente a A"), um elemento correspondente
emA.

Notemos que uma operagio matematica parcial n-aria
em A pode nio estar definida para todos os elementos de
A", Por exemplo, a operag¢io divisdo, no conjunto dos ni-
meros racionails, € uma operacdo parcial bindria, pois nio
estd definida para os casos em que o divisor é igual a zero.

Um aspecto importante para este livro é que n-uplas
em A denotam tipos particulares de operagdes matemati-
cas parciais em A, como veremos a seguir.

Definic¢io 1.8. Dado um conjunto A ndo vazio, seja Bum
subconjunto unitirio de A". Uma opera¢do matematica
parcial unitaria e n-aria em A é um mapeamento de B em
A, atribuindo a n-upla pertencente a B (que é uma n-upla
em A) um unico elemento de A. Em outras palavras, uma
opera¢do matematica parcial unitdria em A é um mapea-
mento de apenas uma n-upla pertencente a A" para um
elemento de A.

Assim, uma opera¢do matematica parcial unitaria esta
definida apenas para uma n-upla pertencente a |A]".

Notagao 1.5. A operagio parcial unitiria que atribui o
valora , an-upla(a, a,,..., a ) sera denotada por (a,,

a,..,a,a

2 n+1).

Por exemplo, o par (a,,a,) denota a operagdo matemad-
tica parcial definida apenas para o elemento a,, cujo valor,
pela operagdo parcial, é o elemento a,; ou ainda, o par (0,1)
denota a operagio matematica parcial (operagio sucessor,
por exemplo) no conjunto dos nimeros naturais, defi-
nida apenas para o elemento 0, cujo valor, pela operagio
parcial, é o elemento 1.

Notemos que a notagio anterior implica, por outro lado,
que toda n-upla pertencente a |A|" denota uma operagio
parcial unitdriaem A:an-upla(a,, a,, ..., a ) denotaa ope-
ragdo parcial unitdria que atribui a (n-1)-upla (a,, a,, ...,
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a ) ovalora, eela é parcial, pois esta definida somente
paraa(n-1)-upla(a, a,, ..., a_,)do dominio |A]" .

Esse resultado permite correlacionar as operagdes par-
clais unitdrias com as estruturas matematicas. Vejamos
como.

A partir da Definicéo 1.5, temos as seguintes propo-
sicdes.

Proposigao 1.3. P, ¢ um conjunto de conjuntos de opera-
¢Oes matematicas parciais unitarias em |A|.

Demonstragio. Por defini¢io, como um predicado n-ario
de JA" € um subconjunto do conjunto de n-uplas em |A|,
entdo o conjunto P, é um conjunto de subconjuntos de
n-uplas de |A|". Como vimos anteriormente, as n-uplas
de |A|* denotam operagdes matematicas parcials unitarias
em |A|"". Portanto, P, ¢ um conjunto de conjuntos de ope-
ragdes parciais unitarias em |A|.

Por exemplo, consideremos a estrutura dos nimeros
naturais com os predicados binarios “x menor que y” (de-
signado por <) e “x maior que y” (designado por >). Nesse
caso, temos para esses predicados, respectivamente, 0os
conjuntos < = {(0,1), (0,2), (1,2),...} e > = {(1,0), (2,0),
(2,1),...}. Assim, nessa estrutura, P, = {<, >} = {{(0,1),
(0,2), (1,2),...}, {(1,0), (2,0), (2,1) (0,2), (1,2), (2,2)...}},
e vemos claramente que P, é um conjunto de conjuntos
de operagdes parciais unitarias denotadas por (0,1), (0,2),
(1,2),...,(1,0), (2,0) etc.

Proposicao 1.4. F, se constitui como um conjunto de
conjuntos de opera¢des matematicas parciais unitarias

em |A|.

Demonstragao. Por defini¢io, uma funcio n-dria f de
|A* em |A| é uma atribui¢io de um valor a em |A| para cada
n-upla(a, a, ..., a)del|A[". Assim, para cada atribuigao
por f de um valor a em |A| para cada n-upla (a,, a,, ..., a )
estd associada univocamente a operacgio parcial unitaria
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(a,, a,..., a, a) pertencente a |A[""". Logo, a fungdo f esta
associado univocamente um conjunto de operacoes parciais
(a,,a, ..., a,a),paraoquala =f(a, a,, ..., a ). Portan-
to, se I, é um conjunto de fungdes n-drias de |A[" para |A],
entdo temos que F, se constitui como um conjunto de con-
juntos de operacdes matematicas parciais unitdrias em |A].

Por exemplo, consideremos a estrutura com as fungdes
+ (adig¢@o) e . (multiplicagdo) no conjunto dos nimeros na-
turais. Nesse caso, a operagio adi¢do constitui o conjunto
de operacdes parciais (x,y, x+y), isto ¢, {(0,0,0), (0,1,1),
(1,0,1), (1,1,2), ...}, onde cada terna do conjunto é uma
operacdo parcial unitéria. Do mesmo modo, a operacdo
multiplica¢do constitui o conjunto de operagdes parciais
(x,y, x.y), isto &, {(0,0,0), (0,1,0), (1,0,0), (1,1,1), ...} e, no-
vamente, cada terna do conjunto é uma operacido parcial
ou fungao unitdria. Logo, o conjunto F, = {+, .} constitui
o conjunto {{(0,0,0), (0,1,1), (1,0,1), (1,1,2), ...},{(0,0,0),
(0,1,0), (1,0,0), (1,1,1), ...}} que, claramente, ¢ um con-
junto de conjuntos de opera¢des parciais unitérias deno-
tadas por (0,0,0), (0,1,0), (0,1,1), (1,0,0), (1,0,1), (1,1,1),
(1,1,2) etc.

A partir dos resultados apresentados, temos o seguinte
resultado geral, que sera central para este livro, pois per-
mite relacionar o conceito de estrutura matematica com
o de estrutura epistémico-psicoldgica em Epistemologia
Genética.

Uma estrutura matematica especifica A pode ser
considerada como constituida por conjuntos de con-
juntos de operagdes parciais unitrias em JA|.

Notemos, por fim, que, assim como um predicado
n-ario ou uma funcio n-aria podem ser considerados es-
truturas matemadticas especificas, como vimos, uma ope-
ragdo parcial n-dria unitaria (a,, a,,..., a, a_, ) também
pode ser considerada uma estrutura matemdtica especi-
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fica. Na medida em que uma operag¢io parcial n-dria uni-

taria(a, a,,..., a, a_,,) pode ser considerada uma relagdo
(n+1)-dria unitdria, ou seja, o conjunto {(a, a,,..., a,
a )}, aoperagdo parcial n-dria unitéria (a,a,..,a,

a . ) determina univocamente a estrutura A, cujo dominio

{a, a,..., a,a,}, oconjunto de predicados é {{(a,,

é
a,...,a,a )}}eoconjuntodefungdes n-drias é vazio.

n+1

Temos entdo o seguinte resultado particular, que serd
importante para nossas analises posteriores.

Proposicao 1.5. As operagoes parciais unitarias sdo es-
truturas matematicas.

Introduzidas as estruturas matemadticas especificas e
os resultados a elas relacionados, vamos tratar a seguir
outro tipo de estrutura matematica mais geral.

A estrutura de grupo e as estruturas
matematicas abstratas

Nesta parte, primeiramente introduziremos uma das
mais importantes estruturas estudadas em Matemdtica: a
estrutura de grupo. Em seguida, trataremos a nogéo de es-
trutura matematica abstrata, introduzida através da no¢ao
de sistema abstrato de Kleene (1952), para mostrar que o
grupo é uma estrutura matematica abstrata.

A estrutura de grupo®

Antes de apresentarmos as defini¢des e os exemplos
de grupos, consideremos a estrutura cujos individuos sdo
os nimeros inteiros Z apenas com a operagio de adigdo +.

6 A exposic¢do da estrutura algébrica de grupo, neste livro, foi ins-
pirada no livro Estruturas algébricas (Nascimento; Feitosa, 2013,
p.37).
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Podemos elencar algumas propriedades da adigio, como

se segue.

GO)Paratodoaebem Z, (a + b)estaem Z (fechamento).
G1) Para todo a em Z, existe 0 em Z, tal quea + 0 =
0 + a = a (elemento neutro).

G2) Para todo a em Z, existe —a em Z, tal que a + (—a)
= (~a) + a = 0 (elemento inverso ou simétrico).

G3) Paratodoa, b,cem Z,a+(b+c¢)=(a+b)+c¢c
(associatividade).

Se considerarmos a operagio de adi¢do em estrutu-
ras nas quais os conjuntos de individuos sdo os nimeros
racionais, 0s nimeros reais, os nimeros complexos ou
as matrizes reais m X n, as propriedades anteriores per-
manecem validas. Existem muitos outros exemplos de
estruturas com operagdes que satisfazem essas quatro
propriedades (vejam-se os exemplos 1.1 e 1.2 a seguir), o
que justifica um estudo genérico de estruturas com uma
operagio que satisfaz tais propriedades: sdo os grupos ma-
tematicos, estudados pela teorias dos grupos, conceito que
surgiu do estudo de equacdes polinomiais realizado por
Evariste Galois em 1832.

Definigdo 1.9. Sejam G um conjunto nio vazio e * uma
operagdo binaria em G. Dizemos que (G, *) é um grupo se

as seguintes condi¢des sio satisfeitas:

G1) Existe e em G tal que, para todoaem G, a * e =
e * a = a (elemento neutro).

G2) Para todo a em G, existe bem G, tal que a * b =
b * a = e (elemento inverso).

G3) Para quaisquera, b,cem G,a * (b *c)=(a *b) *c
(associatividade).

Ao dizer que * é uma operagdo biniria em G, a pro-
priedade do fechamento ((G0), introduzida anteriormente,
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¢ pressuposta, pois uma operacdo bindria é uma funcio
bindria e, logo, estd definida para todos os elementos do
dominio, ou seja, para todo a, bem G, (a * b) estd em G.

Um grupo (G, *) é abeliano ou comutativo se vale a
propriedade:

G4) Paratodo a, bem G, a *b=b * a (comutativa).

Exemplo 1.1. Tomemos o conjunto Z[\2] = {a + b\2: a,
bem Z}. Temos que Z[V2] com a operacio de adicio é um
grupo abeliano.

GO0) Para mostrar que a propriedade de fechamento é
satisfeita, precisamos mostrar que o resultado da adi-
¢do de dois elementos do conjunto (isto €, com a forma
a + bV2, com a, b em Z) esta no conjunto (isto €, tem
a forma a + b\2, com a, b em Z). Sejam entdo x, y em
Z[\2]. Temos entdo que: x +y = (a + bV2) + (¢ + dV2)
=a+c+(b+dN2, ecomo(a+c)+ (b+dN2estdem
Z[\2], pois a + c e b+ d estdo em Z, GO é satisfeita.
G1) Existe em Z[V2] um elemento neutro para a adi-
¢0, pois 0 + 0V2 é um elemento de Z[V2] e 0 + 0N2 =0,
que é elemento neutro para a adi¢do em R.

G2) Para todo x em Z[\2], existe em Z[V2] um ele-
mento inverso de x para a adi¢do, pois, se x tem a forma
(a+ b\2), com a, b em Z, entdo existe em Z[\2] o ele-
mento —x = —(a + bV2) = —a + (-b)V2, tal que x + (—x)
=(x)+x=x-x=0.

G3) A associatividade ¢ valida para o conjunto Z[V2]
com a operac¢io adic¢do, pois, como os elementos de
Z[N2] sdo elementos de R’ e a associatividade ¢é valida
para a adicdo em R, entéo ela é vélida para a adicdo em

Z[N2].

7 R é o conjunto dos nimeros reais. Como podemos verificar, esse
conjunto, munido da operacdo usual de adigdo +, é um grupo,
pois satisfaz as quatro propriedades enunciadas na Definigdo 1.9.
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Vemos assim que Z[V2] com a adi¢do é um grupo.
Z[\2] é abeliano, pois a adicio em R é comutativa.

Exemplo 1.2. Qualquer conjunto {a + br, com a, bem Z}
em que r é um numero irracional com a operacdo adicdo
¢ um grupo. A demonstracdo desse enunciado é analo-
ga aquela do exemplo anterior, que é um caso particular
desse enunciado com r = V2.

Exemplo 1.3. (N, +), no qual N é o conjunto dos nime-
ros naturais, ndo € um grupo, pois, por exemplo, 1 é um
elemento de N, mas nio existe um nimeronem N tal que
1 +n=0. Em outras palavras, (N, +) ndo admite elemento
inverso.

Os grupos matematicos apresentam algumas proprie-
dades que podem ser facilmente demonstradas a partir
das propriedades apresentadas. Se (G, *) é um grupo,
entdo podemos demonstrar, por exemplo, que: (i) o ele-
mento neutro de (G, *) é Gnico; (ii) para todo elemento a
do dominio de (G, *), o elemento inverso de a é Gnico; e
(iii) dada uma equacéo a * b = ¢, sempre podemos isolar
um elemento do dominio de (G, *) da equagdo, pois, para
todoa,b,cemG,sea*b=c,entdloa=c*bleb=a'*c,
nas quais a”' e b™! sdo, respectivamente, os elementos in-
versos deaeb.

Estruturas matematicas abstratas

O estudo das estruturas matemdticas, em especial dos
grupos, nos conduz ao estudo das estruturas matemdticas
abstratas, que apresentamos por meio da nogao de estru-
tura de sistemas de objetos abstratos de Kleene (1952),

Assim, < R, + > é uma estrutura de grupo. Notemos também que
<R, + > ¢éum grupo abeliano.
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autor que define sistemas de objetos como sendo cons-
tituidos “[...] por um conjunto ou classe ou dominio D
(nd3ovazio) [...] de objetos, entre os quais sdo estabelecidas
certas relagdes” (p.25).

No entanto, tais objetos podem néo ser diretamente
reconhecidos por meio de suas caracteristicas especifi-
cas. Nesse caso, ndo temos uma especificagdo do que os
objetos sdo, apenas os conhecemos através de algumas
propriedades das relacdes (mais exatamente, proprie-
dades dos predicados n-arios e fun¢des n-drias) que eles
estabelecem entre si. Tais consideragdes nos conduzem
a definicdo de sistemas de objetos abstratos. Segundo
Kleene (1952):

Quando os objetos sdo conhecidos apenas através das
relacdes do sistema, o sistema é abstrato. O que é estabele-
cido neste caso € a estrutura do sistema, e o que os objetos
sdo, em quaisquer aspectos, exceto como se combinam

no interior da estrutura, é deixado indeterminado. (p.25)

Assim, consideraremos que uma estrutura matematica
abstrata ¢ um conjunto de propriedades formais dos pre-
dicados n-arios e das func¢des n-arias das estruturas ma-
tematicas especificas, tais como definidas anteriormente.
Lembremos que uma estrutura matematica especifica é
constituida por um conjunto de individuos, funcdes n-
-4rias e predicados n-drios. Assim, uma estrutura ma-
temdtica abstrata diz respeito as propriedades formais
das relagdes das estruturas matematicas especificas. Para
simplificar, neste livro consideraremos apenas estruturas
matemadticas abstratas cujas propriedades formais podem
ser expressas por axiomas em alguma teoria formal.

Por exemplo, as propriedades G0, G1, G2 e G3 da
Definigdo 1.9 definem a estrutura matemdtica abstrata
de grupo.
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Introduzidas as nogoes de estrutura matematica, tanto
a especifica quanto a abstrata, passaremos a seguir a dis-
cutir a nog¢do de formas matematicas, como sera conside-
rada neste livro.

Formas matematicas

Como definidas anteriormente, a estrutura matemati-
ca especifica e a estrutura matematica abstrata seréo con-
sideradas aqui formas matematicas.

Quanto as estruturas matematicas especificas, como
veremos a seguir, nos as consideraremos uma forma ma-
tematica no sentido expresso por Piaget e outros autores:
“O termo estrutura é empregado aqui no seu sentido clés-
sico (Russell-Whitehead) de conjunto das propriedades e
relagdes comuns aos sistemas isomérficos” (Apostel et al.,
p.44, nota de rodapé).

Para melhor compreender como as estruturas matemad-
ticas especificas constituem uma forma matemdtica, vamos
introduzir a defini¢do de isomorfismo entre essas estrutu-
ras. Antes, algumas defini¢des mostram-se necessarias.

Defini¢io 1.10. Dada uma fungio fde A em B, A é deno-
minado dominio de f, B é o contradominio de f, e a ima-
gem de f é o conjunto Im(f) = {b € B; b = f(a) para algum
a € A}. Notemos que Im(f) é subconjunto de B.

Definicao 1.11. Uma funcéo f é sobrejetiva quando Im(f)
= B. A funcio f € injetiva quando, para x, y pertencentes
ao dominio da funcido, se x # y, entdo f(x) = f(y). A funcdo
f é bijetiva quando é injetiva e sobrejetiva.

Notemos que, se a fungio f: A — B ¢ bijetiva, entdo:
(1) por ela ser injetiva, temos associado a cada elemento da
imagem apenas um elemento do dominio (pois, por con-
traposi¢do da propriedade que define a func¢io injetiva,
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temos que, se f(x) = f(y), entdo x = y); (2) por ela ser sobre-
jetiva, cada elemento do contradominio B esta associado
a um elemento do dominio A, jd que o contradominio e a
imagem de f coincidem (pois, como f € sobrejetiva, entdo
Im(f) = B); logo, (3) podemos atribuir a cada elemento y
do contradominio B um elemento x do dominio A, tal que
f(x) =, ou seja, € possivel definir uma funcéo inversa f!
tal quey = f (x).

Defini¢do 1.12. Dizemos que duas estruturas < |A|, P,,
F,>e<|A’|, P,, F, > sdo isomorfas e denotamos por
A=A’ se existe uma fungdo bijetiva [ de |A|U P, U F,
em |A’| U P, U F,, tal que as condigdes a seguir sao
satisfeitas.®

(i) I restrita ao conjunto |A| estabelece uma bije¢io com
o conjunto |A’|, ou seja, a cada elemento a de |A| estd
associado um elemento I(a) em |A’| e, inversamente,
a cada elemento a’ de |A’| estd associado um elemento
I(a’)emA|.

(i) Para cada predicado n-ario p em P,, existe um pre-
dicadop’n-arioem P, , talquep’ =I(p)ep(a,, a,,...,a )
se, e somente se, p'(I(a,,), I(a,),..., I(a ).

Notemos que, como [ é uma bijecio, entdo a condi¢do
(i) implica que, para cada predicado n-ario p’ em P, ,
existe um predicado p n-ario em P,, tal que p = I''(p’)
ep'(a,a,.., a)se, esomentese, p(['(a,,), ['(a,),..,
I'(a)).

(iii) Para cada fungdo n-aria f em F, existe uma fungao
f’ n-driaem F,, tal que f'=I(f) e I(f(a, a,,..., a ) =
f(a), I(a)),..., I(a)).

Notemos que, como I é uma bijec¢do, entdo a condi¢do
(iii) implica que, para cada funcdo n-aria f’ em F,,,
existe uma fungdo f n-aria em F, tal que I'' (f'(I(a,),

I(a)),..., I(a)) =f (I '(a,,), I'(a,),... I'(a)).

8 U designa a operagdo unido usual entre conjuntos.
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Defini¢ao 1.13. A funcio I da defini¢do anterior é cha-
mada de um isomorfismo entre as estruturas <|A|, P,, F, >
e<|A',P,, F,>.

Agora é possivel discutir a nogdo de uma estrutura ma-
tematica especifica como uma forma matematica.

Podemos considerar que uma estrutura matemdtica
especifica < |A|, P,, F, > constitui uma forma matema-
tica: o conjunto das propriedades dos predicados n-arios
e das func¢des n-arias comuns a todas as estruturas iso-
morfas a < |A|, P,, F, >. Se duas estruturas sdo isomorfas
entre si, entdo, do ponto de vista das teorias que tratam de
estruturas, elas nao diferem uma da outra quanto a forma,
uma vez que a bijegio entre elas preserva suas relagdes,
identificando suas propriedades. Dada uma estrutura
matemadtica especifica < |A|, P,, F, >, podemos associar
a ela uma estrutura matematica especifica geral: a forma
da estrutura < |A|, P,, F, > (comum a todas as estruturas
especificas isomorfas a < |A|, P,, F, >). Nesse sentido,
toda estrutura matematica especifica constitui uma forma
matemadtica, a saber, a estrutura matematica especifica
geral comum a todas as estruturas isomorfas a ela.

Tratemos agora das estruturas matematicas abstratas
como formas matematicas.

As estruturas matematicas especificas, como defini-
das anteriormente, sdo uma especificacdo das estruturas
matemadticas abstratas. De acordo com Kleene (1952):

Entdo, qualquer especificacdo adicional do que os
objetos sdo dd uma representacdo (ou modelo) do sistema
abstrato, isto €, um sistema de objetos que satisfaz as
relagbes do sistema abstrato e tem também algum outro
status. (p.25)

Para uma estrutura matematica abstrata definida por
axiomas, hd trés casos, como analisa o autor (1952):
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Entdo trés casos surgem. Os axiomas podem nio ser
satisfeitos por nenhum sistema de objetos [...], ou por
exatamente um sistema abstrato, quaisquer dois sistemas
que satisfacam [os axiomas] sdo isomorfos [entre si]; ou
por mais de um sistema abstrato, i.e., existem sistemas
nio isomorfos que satisfazem [os axiomas...]. No pri-
meiro caso, podemos chamar de vdcuo o conjunto de axio-
mas; nos outros dois casos, de ndo vdcuo; além disso, no

segundo caso, categérico [ ...] e, no terceiro, ambiguo. (p.27)

As estruturas categoricas sdo as estruturas matema-
ticas abstratas que tém uma identidade definida pelos
axiomas a menos de um isomorfismo, pois todas as estru-
turas que tém a forma matematica descrita pelos axiomas
sdo isomorfas entre si. Podemos dizer que tais axiomas
definem uma tnica forma matemdtica, e que esta forma é
uma estrutura matematica especifica.

Quanto as estruturas matematicas abstratas ambi-
guas, elas sdo formas comuns as estruturas matematicas
especificas que satisfazem o mesmo conjunto de axiomas,
mas que ndo sdo isomorfas entre si. No entanto, mesmo
nesse caso podemos falar de uma tnica forma matemati-
ca, justamente as propriedades abstratas definidas pelos
axiomas. Assim, consideramos que a estrutura matemati-
ca abstrata corresponde a uma tinica forma matematica de
tais estruturas. Em outras palavras, temos, para contet-
dos matematicos distintos, a mesma forma matematica.

Nesse sentido, apesar de a estrutura (matematica abs-
trata) de grupo ser ambigua, pois, como vimos, temos
vérias estruturas especificas que satisfazem os axiomas
de grupo e que néo sdo isomorfas entre si (e, logo, ndo
definem uma estrutura geral), vamos considerar a exis-
téncia de uma estrutura matematica de grupo, supondo
unicidade, jd que se trata da mesma forma para contetudos
matematicos distintos.
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Podemos, pois, concluir esta parte com a seguinte
afirmagéo:

Uma forma matemadtica é uma estrutura matemati-
ca especifica ou abstrata. Em particular, como as fun-
¢Oes e predicados n-4rios sdo estruturas matematicas
especificas, entdo também sio formas matemadticas.

Do exposto, torna-se mais claro o problema que coloca-
mos de inicio: Como, segundo a Epistemologia Genética,
somos capazes de compreender as estruturas matematicas
(especificas e abstratas)? Qual a relacdo entre as estruturas
matematicas e as estruturas epistémico-psicologicas do
sujeito epistémico? No préximo capitulo, faremos algu-
mas consideracdes iniciais para estabelecer tal relagio.



2
AS ESTRUTURAS
EPISTEMICO-PSICOLOGICAS E UMA
DE SUAS FORMAS NO PERIODO
SENSORIO-MOTOR

Entdo é preciso dizer, e isto em todos
os niveis, que a agdo — ponto de par-
tida comum das intuicoes imaginadas
e das operagoes — acrescenta algo ao
real, ao invés de simplesmente extrair
(ou, como se diz, de “abstrair”) os
elementos de sua prépria construgdo.

(Piaget, 1946, p.31)

Neste capitulo, apresentaremos alguns elementos da
teoria de Piaget que dizem respeito ao periodo sensorio-
-motor e mostraremos que, ja na estrutura¢do sensorio-
-motora, existem formas matemadticas. Comecaremos
com duas no¢des fundamentais da Epistemologia Gené-
tica, que sdo conceitos centrais para o presente livro: a
defini¢do de estrutura para Piaget e a nogdo de estrutura
epistémico-psicolégica. Também apresentaremos a es-
trutura grupo pratico de deslocamentos, introduzida por
Piaget (1970; 1978; 2008) e por Piaget e Inhelder (2002) e
explicitada por Marcal e Tassinari (2013). Por fim, argu-
mentaremos que o sujeito, no periodo sensério-motor, ja
possul uma estrutura¢io que comporta uma forma mate-
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matica, a qual, por sua vez, é fundamental para as cons-
trucdes ulteriores, ainda que tal forma seja inconsciente
para esse sujeito.

As estruturas epistémico-psicolégicas

Iniciaremos esta parte com as duas nog¢des fundamen-
tais da Epistemologia Genética centrais para este livro: a
de estrutura para Piaget e a de estrutura epistémico-psi-
cologica.

Comegaremos com uma breve descri¢do de algumas
das principais propostas epistemologicas do construti-
vismo de Piaget, para entdo apresentarmos a defini¢do de
estrutura e darmos alguns exemplos de estruturas episté-
mico-psicologicas, iniciando pelo grupo prético de deslo-
camentos (GPD).

Segundo Piaget (1971), a Epistemologia Genética tem
como propostas: (i) descobrir a génese dos diversos co-
nhecimentos, isto é, “por a descoberto as raizes das di-
versas variedades de conhecimento” (p.14); e (ii) analisar
a evolugio desses conhecimentos, desde as suas apresen-
tagdes mais elementares até o conhecimento e o raciocinio
cientifico. Preocupa-se, por conseguinte, em saber como
ocorre a passagem de estado de um conhecimento inferior
para outro superior, considerando néo somente os conhe-
cimentos individuais, mas levando em conta uma analise
historico-critica da ciéncia, ou seja, o progresso de todo o
conhecimento cientifico. Piaget (1971) escreve:

Ora, como toda ciéncia estd em permanente transfor-
magio e ndo considera jamais seu estado como definitivo,
[...] este problema genético, no sentido amplo, engloba
também o do progresso de todo conhecimento cientifico.

(p.14)
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Além disso, ele considera a Epistemologia Genética
um campo de conhecimento de natureza interdisciplinar,
uma vez que suscita, a0 mesmo tempo, questdes de fato e
de validade. Caso se tratasse apenas de questdes de fato,
seria o mesmo que reduzir a epistemologia ‘“‘a uma psico-
logia das fungdes cognitivas e esta nio é competente para
resolver questdes de validade” (Piaget, 1973, p.14). Caso
se tratasse, por outro lado, somente de questdes de vali-
dade, ela se confundiria com a Légica, sendo que “o pro-
blema nio é puramente formal, mas chega a determinar
como o conhecimento atinge o real” (p.14) e, portanto,
preocupa-se com as relagdes que o sujeito estabelece com
0 seu melo.

Nesses moldes, Piaget sustenta a ideia de que a Episte-
mologia Genética € a teoria do conhecimento que suscita,
necessariamente, dois tipos de questdes, as de fato e as de
validade,' e, justamente por isso, foram necessérias suas
pesquisas em Psicologia Genética para que esta pudesse
contribuir para o campo da Epistemologia. Segundo o
préprio autor (1973):

O primeiro objetivo que a Epistemologia Genética
persegue é, pois, por assim dizer, de levar a Psicologia a
sério e fornecer verificacdes em todas as questdes de fato
que cada Epistemologia suscita necessariamente, mas
substituindo a Psicologia especulativa [...] por meio de
analises controléveis. (p.13)

1 No que se refere as questdes de fato, Piaget (1971) busca enten-
der e explicitar o “[...] estado dos conhecimentos em um nivel
determinado e a passagem de um nivel ao seguinte”. Ja acerca das
questdes de validade, ele faz uma “avaliagdo dos conhecimentos
em termos de aprimoramento ou de regressio, estrutura formal dos
conhecimentos” (p.14, grifo nosso).
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E justamente nas suas pesquisas em Psicologia Gené-
tica que encontramos a explicitacdo dos fatos que estdo
ligados ao desenvolvimento do sujeito epistémico, o sujei-
to do conhecimento, por meio de sua agio sobre o objeto.

Logo, em linhas gerais, o que Piaget chama de Epis-
temologia € o estudo do conhecimento que se estabelece
na relagdo entre individuo e objeto, por meio da interag¢do
entre ambos, bem como o estudo do conhecimento cienti-
fico, de sua génese e de seu desenvolvimento.

Segundo a Epistemologia Genética, a génese e o de-
senvolvimento desse conhecimento acontecem por meio
de estruturas que sdo necessarias para que o sujeito epis-
témico se desenvolva e venha a conhecer. No entanto,
para Piaget (1971), “[...] o conhecimento nio poderia ser
concebido como algo predeterminado nas estruturas in-
ternas do individuo”, tampouco ““[...] nos caracteres pree-
xistentes do objeto, pois estes s6 sdo conhecidos gragas
a mediacdo necessaria dessas estruturas” (p.13).? Essas
estruturas, portanto, se constroem mediante a interacdo
que o sujeito realiza, por meio de sua acdo sobre o objeto,
de diversas formas.

A nocdo de estrutura, em Piaget, remete a um sistema
de relagdes no qual sdo estabelecidas certas nocoes sisté-
micas: a de totalidade (o todo ndo é apenas a soma de suas
partes), a de autorregulacdo (uma estrutura estabelece um

2 Essas concepgoes englobam a critica que Piaget (1973) faz ao aprio-
rismo e ao empirismo, de forma geral. Sobre o apriorismo, grosso
modo, ele sustenta que existem, sem duvida, certas “tendéncias
especulativas e [...] desprezo da verificagdo efetiva”, sendo que,
com relagdo as formas a priori, “nio basta analisar a consciéncia
dos sujeitos, mas suas condigdes preliminares” (p.12). No que diz
respeito ao empirismo, ele sustenta que, “‘se se quiser abranger o
conjunto dos conhecimentos apenas pela ‘experiéncia’, ndo se pode
justificar tal tese sendo procurando analisar o que é experiéncia
e acaba-se entdo por recorrer as percepgdes, as associagdes e aos
hébitos, que sdo processos psicologicos” (p.11).
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sistema fechado e qualquer relacio entre seus elementos
resulta, por assim dizer, num elemento préprio dele) e
transformacio (pela qual, grosso modo, existe a possibili-
dade de o sistema se organizar e passar de um estado de
menor complexidade a um estado de maior complexida-
de). Segundo o proprio Piaget (1979):

Uma estrutura é um sistema de transformagdes que
comporta leis enquanto sistema [...] e que se conserva ou
se enriquece pelo préprio jogo de suas transformacoes,
sem que estas conduzam para fora de suas fronteiras ou
facam apelo a elementos exteriores. Em resumo, uma
estrutura compreende os caracteres de totalidade, de

transformacdes e de autorregulacio. (p.6)

Essa concepgio estrutural, bem como a nogio de que
o conhecimento é construido pelo sujeito por meio de sua
interacdo com o objeto, ambas presentes na teoria piage-
tiana, nos fornecem ferramentas relevantes para uma pos-
sivel formalizagio e solucdo do problema proposto sobre
a analise do conhecimento cientifico por meio de uma
exploracdo l6gico-matematica. Sobre isso, Piaget (1979)
afirma:

De modo tal que um dos meios mais instrutivos para
analisar as suas acdes é construir, em equagdes ou em
méquinas, modelos de “inteligéncia artificial” e fornecer
delas uma teoria cibernética para atingir as condi¢des
necessarias e suficientes, ndo de sua estrutura em abs-
trato (a algebra faz isto), mas de sua realiza¢do efetiva e

de seu funcionamento. (p.37)

Sobre a nogdo geral de estrutura, Ramozzi-Chiarot-
tino (1972) afirma que, de acordo com Piaget, “[...] ha
estrutura quando os elementos estdo reunidos em uma
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totalidade, apresentando certas propriedades enquanto
totalidade, e quando as propriedades dos elementos de-
pendem inteira ou parcialmente das caracteristicas da to-
talidade” (p.14).

Com essa apresentacdo e com a discussio de alguns
elementos da Epistemologia Genética de Jean Piaget, po-
demos, pois, chegar ao entendimento de estruturas que
530 necessarias ao conhecimento do sujeito epistémico,
isto é, as estruturas epistémico-psicologicas, as quais, se-
gundo os estudos dele e de seus colaboradores, se cons-
troem através da interacio entre o sujeito e o seu meio.

Por defini¢io: “A estrutura mental [que denominamos
estrutura epistémico-psicologica] é a estrutura organica
responsavel pela capacidade humana de estabelecer rela-
¢oes, condicdo de todo conhecimento possivel” (Ramossi-
-Chiarottino, 1984, p.34). Nesse sentido, damos o nome
de estrutura epistémico-psicolégica (ou estrutura mental)
aquelas estruturas que surgem da organizacido das ativi-
dades do sujeito ao interagir com o objeto em um contexto
de experiéncia (seja fisica ou logico-matemdtica, seja por
meio de a¢des ou de operacdes).’

A teoria de Piaget procura explicar como o sujeito em
desenvolvimento conquista as estruturas necessarias ao
conhecimento, desde o seu nascimento, no primeiro pe-
riodo, concebido como nivel sensorial-motor, passando
pelos niveis intermedidrios e chegando até o ultimo nivel,
o do periodo das operagdes tedricas, presentes na ciéncia
contemporanea, por exemplo. Sobre essa concepgio de
desenvolvimento, Piaget (1979) escreve:

3 Tal denominagio nos parece necessaria para distinguir da nog¢do
de estruturas matematicas especificas e abstratas, definidas no
capitulo anterior. Ambas as formas de estrutura possuem as carac-
teristicas da estrutura, em sentido amplo, segundo Piaget, como
citado anteriormente: totalidade, transformagdes e autorregulagio.
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Certamente, as estruturas humanas nio partem do
nada e, se toda estrutura é o resultado de uma génese, é
preciso admitir resolutamente, em vista dos fatos, que
uma génese constitui sempre a passagem de uma estru-
tura mais simples a uma estrutura mais complexa e i1sso
segundo uma regressio infinita [...]. H4, portanto, dados
de partida a assinalar a construcio das estruturas logicas,
porém, ndo sao nem primeiros, jJa que marcam apenas o
inicio de nossa analise, em falta de poder remontar mais
alto, nem estdo jd na posse daquilo que sera, a0 mesmo
tempo, tirado delas e apoiado sobre elas na sequéncia da

construcio. (p.34)

Além disso, devido ao caréter interacionista da teoria
de Piaget, isto é, a forma como o conhecimento emerge da
relagdo que o sujeito estabelece com 0 meio, modificando-
-0 e sendo modificado por ele, a a¢io constitui um dos
fundamentos para o conhecimento do sujeito e, por con-
seguinte, € essencial para a teoria epistemologica.

Segundo Piaget (1973), o conhecimento nio estd na
copia do real, mas sim em “agir sobre ele e transformd-lo
[...] em func¢do dos sistemas de transformacido aos quais
estdo ligadas estas acdes” (p.15).

6

Nesse contexto, “é a¢do toda conduta (observavel ex-
teriormente, inclusive por interrogatério clinico) visando
a um objetivo do ponto de vista do sujeito considerado”
(Apostel et al., 1957, p.43). Tais condutas observaveis
acontecem ““[...] quando qualquer coisa, fora de n6s ou
em noés (no nosso organismo fisico ou mental), se mo-
dificou” (Piaget, 2001, p.15). Trata-se, por isso, de um
reajustamento de conduta devido 2 mudanca ocasionada
pelo meio. Assim, para o autor:

A agdo é desequilibrada pelas transformagdes que

aparecem no mundo, exterior ou interior, e cada nova
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conduta vai funcionar ndo s6 para restabelecer o equi-
librio, como também para tender a um equilibrio mais
estavel que o do estdgio anterior a esta perturbacio. (Pia-
get, 2001, p.16)

A estrutura das acbes possivels constitui, portanto, a
forma de interagdo que permite ao sujeito conhecer. E,
como sdo estruturas necessdrias para a aquisi¢ao desse
conhecimento, podemos inferir que a estrutura das a¢des
possiveis constitui a forma de interagdo que possibilita ao
sujeito construir as outras estruturas epistémico-psicolo-
gicas e, por isso mesmo, ¢ fundamental na teoria de Piaget.

Na medida em que o sujeito executa acdes semelhan-
tes, verifica-se a possibilidade de “repeticdo”* da agio
executada, sendo que essa “‘generalizac¢io da a¢do” é con-
siderada, na teoria de Piaget, um esquema de acdo. Por
conseguinte, a no¢do de esquema é pensada como um
aspecto estrutural das construcdes funcionais, as quais
se transferem ou generalizam no momento da repeticdo
da a¢do. Ramozzi-Chiarottino (1972) faz essa alusdo de
forma clara:

O esquema ¢ aquilo que é generalizavel numa deter-
minacdo acdo. O esquema de sugar corresponde ao saber
sugar, independente do que é sugado. Todo esquema
tende a assimilar todo objeto, de tal maneira que uma vez
construido um certo esquema, o de sugar, por exemplo,
a crianga tende a sugar tudo o que toca. Posteriormente

com a construcdo dos esquemas de olhar e pegar, tentard

4 A agdo, para Piaget, ocorre em determinado tempo e espaco e,
logo, ndo pode ser repetida. No entanto, podemos encontrar um
padrdo de semelhanga nas a¢des executadas pelo sujeito. Assim,
ao “puxar” um corddo, por exemplo, e ao executar novamente essa
acgdo, diz-se que h4, nesse caso, um padrao na agdo.
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pegar tudo o que olha e a olhar tudo o que pega. Os novos
esquemas resultam sempre dos anteriores, na medida
que implicam uma coordenacdo destes tltimos. Assim
o “saber puxar” depende do “saber pegar” e do “saber
olhar”, da mesma maneira que os primeiros esquemas,
como o de sugar, olhar etc., dependeram de estruturas
motoras hereditérias.

[...] O esquema funciona como um conceito pra-
tico no sentido de que na presenga de um objeto novo a
crianca tenta assimila-lo, aplicando-lhe sucessivamente
todos os esquemas dos quais dispde, como se se tratasse

de defini-lo pelo uso. (p.10-1)

Segundo Piaget, conforme passamos a dispor, cada vez
mais, de esquemas de acdo, podemos constatar a genera-
lizacdo desses esquemas pelos processos de assimilacio
e acomodagio, esquematizando essas acdes em sistemas
que, segundo Ramozzi-Chiarottino (1972), “coordenam
as acbes e que permitem as classificacdes dos objetos e as
relagdes entre eles” (p.13). Dai conclui-se que um sistema
de esquemas de a¢io é o nome dado ao conjunto de todos
os esquemas de a¢do dos quais o sujeito dispoe, de forma
coordenada. Esta forma pode ser verificada no sentido de
que, dentro do sistema, o proprio sujeito coordena os es-
quemas enquanto interage com o objeto. Essa coordenagio
dos esquemas pode ser constatada, por exemplo, segundo
Ramozzi-Chiarottino (1972), na conduta de uma crianga:

Quando lhe apresentamos um objeto “novo”: o
objeto serd sucessivamente apanhado, chupado, balan-
¢ado, esfregado etc., como se, para conhecé-lo, a crianca
tentasse ver em que esquemas se encaixa. Estes esquemas
se relacionam entre si de vérias formas: tudo que pode
ser pegado pode ser olhado, mas a reciproca nio é ver-

dadeira; ha objetos que podemos pegar e ouvir, outros
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que possuem a primeira propriedade sem a segunda [...].
Em suma, ha uma esquematizagio sensorial motora que
comporta uma certa estrutura de “classificacio operaté-
ria” ainda bem elementar. (p.12)

Na medida em que o sujeito coordena suas agdes e,
consequentemente, seus esquemas de acdes, ele também
vai coordenando e complexificando seu sistema de esque-
mas de a¢des, de forma que, a cada complexificacido, dada
sempre por sua intera¢do com o meio, ele consegue orga-
nizar o mundo, cada vez mais, culminando na construcido
do seu real.

Piaget e Inhelder (2002) denominam uma dessas a¢oes
de deslocamento (1970; 1978; 2002; 2008). Trata-se da
acdo que engloba os deslocamentos dos objetos no espaco
e os do préprio sujeito. No livro A construgdo do real na
crianga (1970), Piaget faz uma descri¢ao detalhada da es-
trutura epistémico-psicologica que se constitui mediante
as interagdes espaciais que o sujeito realiza enquanto in-
terage com o mundo, qual seja, o grupo prético de deslo-
camentos. Tal estrutura, construida pelo sujeito, faz parte
do seu sistema de esquemas de agio, como descrito, sendo
que, a partir da interacdo com o meio, ele constréi o seu
real por meio de esquemas de agio coordenados, consti-
tuindo a estrutura mencionada.

Como visto, a acdo de deslocar refere-se ao desloca-
mento dos objetos no espago, bem como do deslocamento
que o proprio sujeito realiza nesse espaco. Piaget (1978)
explica: “[...] coordenar agdes quer dizer deslocar objetos,
e namedida em que esses deslocamentos sido submetidos a
coordenagdes, o ‘grupo de deslocamentos’ [permite] atri-
buir aos objetos posicoes sucessivas’” (p.8). No que se re-
fere especificamente ao sujeito, ele salienta que, para que
os deslocamentos ja percebidos (portanto coordenados)
sejam representados por esse sujeito,
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[...] é preciso que os objetos submetidos a deslocamento
sejam considerados como coisas que se movem em rela-
¢éo reciproca ou em relagio a certos pontos de referéncia;
portanto, é imprescindivel que se estabeleca entre eles
um conjunto de relagdes espaciais. [Além disso] é preciso
que o proprio sujeito se conceba como um objeto entre os
demais elementos em jogo e represente os seus proprios
deslocamentos como relativos aos das outras coisas. (Pia-
get, 1970, p.100)

A estrutura grupo pratico de deslocamentos, como ve-
remos, se constitui no periodo sensério-motor, primeiro
periodo do desenvolvimento do sujeito epistémico consi-
derado por Piaget. Tal periodo se refere a uma estrutura-
¢do do real que acontece puramente por meio de acdes e
esquemas de agdes motoras e é anterior a toda e qualquer
representacdo, inclusive a linguagem. Assim, o pensa-
mento, nesse periodo, consiste nessa coordenag¢io de a¢des
sobre as bases de uma inteligéncia pratica e independe de
qualquer tipo de representacdo. Mais do que isso: esse
periodo se mostra como condigido necessdaria para supor
evocagdes representativas do sujeito, sejam quais forem.
Passemos entdo ao grupo prético de deslocamentos.

Uma estrutura epistémico-psicolégica:
o grupo pratico de deslocamentos (GPD)

Apresentaremos inicialmente a estrutura epistémico-
-psicologica grupo pratico de deslocamentos, introduzida
por Piaget e Inhelder (1970; 1978; 2002; 2008). Por meio
de uma representacio vetorial dos deslocamentos e de uma
operag¢io que denominaremos de composic¢do de desloca-
mentos, verificaremos como tal estrutura tem a forma da
estrutura matematica de grupo, conforme Defini¢io 1.9.
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Deslocamento e composicao de deslocamentos

Para a descri¢do da estrutura epistémico-psicologica
grupo pratico de deslocamentos, consideremos inicial-
mente a seguinte situagio, descrita por Piaget (1970):

Laurent, ao 0; 11 (22),° esta sentado entre duas almo-
fadas A e B. Escondo, alternadamente, meu relégio sob
cada uma delas: Laurent procura constantemente o objeto
no lugar onde ele veio a desaparecer, ou seja, tanto em
A como em B, sem ficar preso a uma posicao privilegiada
como no decorrer da fase precedente. (p.67)

Nessa citagio, é possivel perceber que Laurent con-
sidera o deslocamento do objeto (relogio) do ponto A —
ponto do qual o objeto partiu — até o ponto B — ponto onde
ele desapareceu. Podemos dizer que ha um conhecimento
pratico, pelo sujeito, do deslocamento de A a B do objeto.
Tal consideracido nos permite perguntar sobre a estru-
tura dos deslocamentos que a crianga coordena, seja de
objetos, seja dos seus préprios deslocamentos, e, a partir
dai, explicitar® a estrutura epistémico-psicoldgica grupo
prético de deslocamentos.

Iniciaremos pela representagio dos pontos do espaco e
dos deslocamentos do sujeito ou de um objeto, conforme
Margal e Tassinari (2013).

Sejam os pontos do espago representados pelas letras
latinas maitusculas A, B, C etc. Como vimos, um sujeito

5 Piaget utiliza a notagio x; y (z) para indicar as idades dos sujeitos
observados em dada situagdo experimental. As letras x, y, z indi-
cam, respectivamente, a idade, o més e o dia do sujeito quando este
foi submetido ao experimento. Por exemplo, 0; 11 (22) indica que
Laurent tem 0 ano, 11 meses e 22 dias de idade.

6 Tal explicitagdo estd de acordo com as descrigdes que Piaget e cola-
boradores realizam em sua obra. Cf. A construgdo do real na crianga
(1970); A Epistemologia Genética (1978); A psicologia da crianca
(2002); e O nascimento da inteligéncia na crianga (2008).
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ou objeto que parte do ponto A e chega até o ponto B (ou
de B até C) realizou um deslocamento AB (ou BC), que
serd representado aqui pela notagdo vetorial AB, BC etc.
Do ponto de vista psicolégico, o vetor representa justa-
mente a acdo de deslocamento realizada pelo sujeito, ou o
deslocamento do objeto do ponto A ao ponto B no espago,
cuja nogdo o sujeito constréi. Por exemplo, na citagdo an-
terior, temos os deslocamentos A B, 1?4), AC , ﬁ, BC, CB
etc. do reldgio, ao ser escondido nas almofadas e ser levado
aum ponto C distante das almofadas A e B.

Considerando entdo o sistema de esquemas de acdes,
temos que a estrutura de tais deslocamentos se complexi-
fica, como mostra Piaget em todo o segundo capitulo do
seu livro A construgdo do real na crianga (1970).

Vamos supor, agora, que o sujeito consiga coordenar
dois deslocamentos contiguos, por exemplo, AB e BC.
Do ponto de vista psicol6gico, isso quer dizer que ele pode
partir (ou deslocar um objeto) do ponto A até o ponto B, e
novamente partir do ponto B até um ponto C, entendendo
que, com 1sso, realiza um deslocamento final AC. Denota-
remos por * (asterisco) a composi¢io de dois deslocamen-
tos. No exemplo anterior, usamos AB * BC = AC para
expressar uma coordenacio dos deslocamentos AB e BC,
resultando no deslocamento AC.

Assim definidas as representacdes dos deslocamentos
e sua coordenagdo ou composi¢io, vamos analisar o que
vem a ser a estrutura epistémico-psicoldgica grupo pra-
tico de deslocamentos e mostrar em que sentido ela tem
a forma de uma estrutura abstrata de grupo matematico,
conforme a Defini¢do 1.9.

O grupo pratico de deslocamentos

Conforme Margal e Tassinari (2013, p.15), se repre-
sentarmos os deslocamentos e suas composi¢des como
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feito anteriormente, teremos entdo que o grupo pratico de
deslocamentos apresenta as seguintes propriedades:

1. Deslocamento nulo, representado, por exemplo,
por M, ]ﬁ, CT etc.

2. Deslocamento inverso ou a conduta do retorno, no
qual, para todo deslocamento, por exemplo, E,
existe 0 seu inverso BA.

3. A conduta do desvio, representada, por exemplo,
por AB*(BC *CD)=AB*BD=(AB*BC)*CD
= AC *CD.

Vamos analisar cada uma dessas propriedades a partir
dos conceitos introduzidos por Piaget e Inhelder (em es-
pecial, 1970; 1978; 2002; 2008) e inspirados no artigo “O
modelo ‘grupo pratico de deslocamentos’ em Psicologia
e Epistemologia Genética e sua formalizacdo” (Margal;
Tassinari, 2013, p.6-18).

Existéncia de deslocamentos nulos

Vamos supor a composi¢do de um deslocamento qual-
quer AB com seu inverso BA. Neste caso, temos AB * BA
= AA. Esta equacio expressa que o sujeito coordena dois
deslocamentos de tal forma a realizar um deslocamento
que parte do ponto A e retorna ao ponto A, representado
por AA. Logo, todo deslocamento do tipo AA, BB, CC
representa o deslocamento nulo, ou o vetor nulo.

E possivel explorar o significado algébrico do desloca-
mento nulo, quando representado em um sistema formal.
Por exemplo, tomemos o deslocamento M, resultado da
composicdo de dois deslocamentos contiguos (adjacentes)
e inversos, o que é representado pela equagio AA = AB
* BA [1]. Seja agora outro deslocamento qualquer cujo
ponto de partida ainda seja A, por exemplo, AC [2]. Fa-
zendo a composic¢do de [1] com [2], temos: (AB * Iﬂ) *
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AC [3]. Daequagio [1] e também por [3] temos que: (1@
* BA)* AC = AA * AC = AC. Logo, podemos concluir
que, ao compor o vetor nulo AA com um vetor contiguo

AC, o resultado é 0 proprio vetor AC.

Conduta do retorno

Para todo deslocamento AB existe um tnico desloca-
mento inverso BA.

A conduta do retorno é um tipo particular de coor-
denacgdo de deslocamentos realizada pelo sujeito, como
observado por Piaget, em que, em sua pratica, a crianga
sabe que pode voltar ao ponto de partida, dai o nome “re-
torno”. Ela consegue compor o deslocamento realizado
inicialmente com o deslocamento inverso, voltando ao
ponto de onde partiu, “anulando” seu deslocamento ou o
de um objeto qualquer.

Se representamos o deslocamento inicial por AB,
temos que seu deslocamento inverso é BA. Logo, segundo
Piaget, se a crianca é capaz da conduta do retorno, entio,
para todo deslocamento, ela sabe realizar um deslocamen-

to inverso a ele.

Conduta do desvio

O sujeito pode coordenar seus deslocamentos de
forma mais complexa. Por exemplo, consideremos trés
deslocamentos: 1@, lf, CD. Como podemos verificar,
as composi¢oes dos trés resultam em AD, ou seja, (AB *
BC)*CD = AD.

No entanto, consideremos a seguinte observacio:

Aos 1; 6 (8), Jacqueline joga uma bola sob um sofd.

Mas, em vez de se abaixar, imediatamente, e de procu-
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ra-la no chéo, ela olha o local, compreende que a bola
atravessou o espaco situado sob o sofd e se coloca em
marcha para ir atras desse. Entretanto, hd uma mesa a
sua direita e o sofd esta encostado em uma cama a sua
esquerda, ela comeca por virar as costas ao local onde a
bola desapareceu, em seguida ela contorna a mesa e, por
fim, chega atras do sofd, diretamente no lugar certo. Ela,
portanto, contornou o circulo por um itineréario diferente
daquele do objetivo e elaborou, assim, um “grupo” por
representacdo do deslocamento invisivel da bola e do “des-

vio” a cumprir para reencontra-la. (Piaget, 1970, p.190)

Tal situacéo evidencia que houve a necessidade de um
desvio no deslocamento de Jaqueline para ela pegar nova-
mente a bola, devido a um conjunto de objetos que obs-
truiu o caminho direto & bola. Nesse caso, para alcancar a
bola, foi preciso que ela coordenasse seus deslocamentos
frente a impossibilidade de se deslocar diretamente até
seu objetivo. Quando o sujeito é capaz de desviar de obs-
taculos por meio de deslocamentos equivalentes aquele
que o levaria diretamente ao seu objetivo, como na citagio
anterior, diz-se que ele é capaz da conduta do desvio.

Consideremos dois pares de vetores: AB e BD, AC
e CD. Compondo os dois primeiros, temos que: AB *
BD = AD. Compondo os dois ultimos, temos que: AC
*CD = AD. Logo, verificamos uma equivaléncia entre
a primeira e a segunda composi¢do: nos dois casos, o su-
jeito realiza um deslocamento que parte do ponto inicial
A e chega ao ponto D, no primeiro caso passando por
B e no segundo, por C. Ou seja, podemos representar a
conduta do desvio pela equagio AB * BD = AC * CD.
Essa coordenagio expressa exatamente a propriedade da
associatividade da operacio * : AB * (BC *CD) = (AB *
BC)*CD.
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Segundo Piaget, a crianca estd de posse do grupo pré-
tico de deslocamentos, pelo qual ela constroi a nogdo de
espaco, na medida em que coordena suas agdes de deslo-
camentos em uma estrutura epistémico-psicologica que
apresenta as seguintes caracteristicas: (i) o deslocamento
enquanto agio coordenada; (ii) a composic¢do de dois des-
locamentos; (iii) a conduta do retorno; (iv) o deslocamen-
to nulo; (v) a conduta do desvio. Ou seja, o significado
psicolégico do grupo pratico de deslocamentos é:

[...] a) um deslocamento AB e um deslocamento BC
podem coordenar-se num unico deslocamento AC, que
ainda faz parte do sistema; b) todo deslocamento AB
pode inverter-se em BA, donde a conduta do “retorno”
ao ponto de partida; ¢) a composi¢do do deslocamento
AB e do seu inverso BA da o deslocamento nulo AA; d)
os deslocamentos sdo associativos, o que quer dizer que,
na sequéncia ABCD, temos AB + BD = AC + CD: isto
significa que um mesmo ponto D pode ser atingido a par-
tir de A por caminhos diferentes [...] o que constitui a
conduta do “desvio”. (Piaget, 2002, p.22)

Assim, a estrutura epistémico-psicoldgica grupo pra-
tico de deslocamento nos permite fazer uma correlagio
direta com a estrutura matemética abstrata de grupo, dis-
cutida anteriormente (Definigdo 1.9), o que nos leva a
préxima secio.

As formas matematicas no periodo
sensorio-motor

A explicitagdo da estrutura epistémico-psicolégica
grupo pratico de deslocamento na parte anterior nos con-
duz a uma pergunta fundamental neste momento: Exis-
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te uma forma matematica ja no periodo sensorio-motor,
entendendo-se por forma matematica as estruturas mate-
maticas abstratas, jd definidas neste livro? Isto ¢, o sujeito,
no periodo sensério-motor, ja possui uma estruturacio
que comporte uma forma matematica e que é fundamen-
tal, inclusive, para as constru¢des ulteriores, ainda que
tal forma seja inconsciente para ele? Nesta parte, tenta-
remos responder a essas questoes, estabelecendo uma re-
lagdo entre o grupo pratico de deslocamento e o grupo
matematico.

Lembremos entdo que, do ponto de vista deste livro, a
estrutura abstrata de grupo é a forma matematica de todas
as estruturas matematicas que satisfazem os axiomas de
grupo.

Passemos entdo a discussdo de tais formas no periodo
sensério-motor.

Seja G um conjunto ndo vazio e * uma operagio bindria
em G. Pela Definicéo 1.9, (G, *) é um grupo se as seguin-
tes condicdes sdo satisfeitas:

G1) Existe e em G tal que, paratodoaem G, a * e =
e * a = a (elemento neutro).

G2) Para todo a em G, existe bem G, tal que a * b =
b * a = e (elemento inverso).

G3) Paraqualquera, b, cem G, a * (b *c)=(a*b) *c
(associatividade).

Consideremos entdo G como sendo o conjunto de des-
locamentos realizados pelo sujeito epistémico e * a opera-
¢do composicio de deslocamentos vetoriais. Temos entio
que a estrutura (G, *) apresenta uma estrutura de grupo,
pois satisfaz os axiomas da estrutura abstrata de grupo,
quando constituida pelo sujeito. De fato:

G1) Deslocamento nulo e elemento neutro: existe O =
AA =BB (=CC =DD=...) em G, tal que, para todo
ABem G, AA* AB=AB*BB = AB.
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(G2) Conduta de retorno e elemento inverso: temos
que, para todo AB em G, existe BA em G, tal que AB=
BA =AA =BA*AB=BB.

G3) Conduta do desvio e associatividade: para qual
quer AB,BC,CDem G, AB* (BC *CD)=AB*BD =
(AB*BC)*CD=AC *CD = AD.

Nesse caso, verificamos que as propriedades dos des-
locamentos realizados pelo sujeito no espaco satisfazem
os axiomas da estrutura abstrata de grupo, caracterizan-
do a forma matemadtica da estrutura epistémico-psico-
légica grupo prético de deslocamentos como um grupo
matematico.

Podemos assim responder a parte de nossa questio
epistemoldgica, que é entender como o sujeito compreen-
de as estruturas l6gico-matematicas abstratas. Nossa
hipotese, diante dos dados precedentes, é que, na medi-
da em que o sujeito epistémico constitui seu sistema de
esquemas de acdo, ja existe, em sua estruturacdo, uma
forma matematica no sentido aqui definido. Entretanto,
tal forma ainda é inconsciente para o sujeito, e um longo
caminho terd que ser percorrido até que haja a possibili-
dade de tomada de consciéncia das formas matematicas.



3
AS ESTRUTURAS
EPISTEMICO-PSICOLOGICAS NO
PERIODO OPERATORIO CONCRETO
E SUAS FORMAS

[...] todo sistema de operagoes intelec-
tuais apresenta-se psicologicamente
sob dois aspectos paralelos: exterior-
mente trata-se de agoes coordenadas
entre st (agoes efetivas ou mentaliza-
das) e interiormente, isto é, para a
consciéncia, trata-se de relagoes que
se implicam umas as outras.

(Piaget, 1976, p.13)

Neste capitulo, inspirados nos trabalhos de Tassinari
(em especial 1998 e 2011), explicitaremos uma estrutura
matematica — a estrutura de digrafos-RPT — associada a
uma estrutura epistémico-psicologica — o sistema de es-
quemas de transfiguracbes — e mostraremos como aquela
pode ser vista como uma estrutura matematica especifica.
Para tal, apresentaremos a defini¢io de operagdo em Pia-
get (1957, p.45) e algumas caracteristicas do pensamento
operatério concreto (agrupamento); estabeleceremos uma
relagio entre o sistema de esquemas de transfiguracio e as
operagdes concretas, mostrando, através de um exemplo,
como essas resultam da coordenacdo daqueles esquemas;
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mostraremos as relacdes entre o sistema de esquemas de
transfiguracoes e a estrutura de digrafos-RPT; por fim,
proporemos designar as transfiguracdes e seus esquemas
de operagdes sobre simbolos e mostraremos que as opera-
¢Oes parciais podem ser consideradas formas matematicas

dessas operacdes sobre simbolos.

A definicdo de operacao em Piaget e
a operacao concreta parte-todo

Como vimos no capitulo precedente, o sujeito carac-
teristico do periodo sensério-motor constréi a estrutura
mental (ou, na nossa denominacio, a estrutura epistémi-
co-psicoldgica) a partir da organizagio do real por meio de
acdes localizadas no espago e no tempo. As conexdes entre
os fatos estabelecidos pela inteligéncia sensério-motora
s3o assim limitadas pelos dados atuais da percepcao e dos
movimentos. Por isso, tais conexdes so ligam as percep-
¢Oes e os movimentos de forma sucessiva, sem conectar
todos os dados em um conjunto que domine cada estado
em particular, distintos no tempo e no espaco, e que 0s
reflita em um quadro total e simultineo, caracterizando a
representacao.

No entanto, posteriormente, na construgao das es-
truturas necessdrias ao conhecimento, o sujeito se torna
capaz de “[...] um conjunto de condutas que supde a evo-
cacdo representativa de um objeto ou de um aconteci-
mento ausente” e que “[...] envolve, por conseguinte, a
construcdo ou o emprego de significantes diferenciados”
(Piaget; Inhelder, 2002, p.48). Tais condutas representati-
vas resultam da complexificagio do sistema de esquemas
de acdes, dando possibilidade ao sujeito de representar os

elementos com os quais interage.
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Essa capacidade de evocar objetos ou acontecimentos
distantes no tempo e no espago através de significantes é
chamada de funcio semiotica. Segundo Piaget:

Consiste em poder representar alguma coisa (um
“significado” qualquer: objeto, acontecimento, esquema
conceitual etc.) por meio de um “significante” diferen-
ciado e que s6 serve para essa representacdo: linguagem,
imagem mental, gesto simbolico etc. (Piaget; Inhelder,
2002, p.47)

Temos entdo que, por defini¢do, a capacidade de repre-
sentacdo do sujeito epistémico envolve necessariamente a
utilizacdo de um significante atrelado ao significado que
evoca. Assim, a fun¢do semidtica permite um novo pata-
mar no desenvolvimento e, por isso, marca o surgimento
de uma forma totalmente nova de inteligéncia.

Portanto, ao tratarmos a questdo da significacdo repre-
sentativa — incluindo, por defini¢éo, a nogéo de signifi-
cante e de significado —, devemos distinguir dois tipos de
significantes: o signo e o simbolo.!

Um signo é um significante arbitrario em relagdo ao
significado que evoca: uma palavra, uma letra, qualquer
sequéncia finita de simbolos de dado alfabeto etc., e é ar-
bitrério porque ndo guarda semelhanca com seu signi-
ficado e, por isso, constitui uma evocacgio admitida por
convencdo social. Piaget (2008) considera que “o signo
¢ um simbolo coletivo e por isso mesmo ‘arbitrario’. O
seu aparecimento ocorre, igualmente, durante o segundo

1 Existe ainda outro significante considerado por Piaget: o indicio.
Sendo um significante concreto e que nédo estd vinculado a repre-
sentacdo, mas a percep¢do direta, ndo trataremos dele neste livro.
De maneira geral, Piaget (2008) chama de indicio “toda e qualquer
impressdo sensorial ou qualidade diretamente percebida cuja sig-
nificagdo € [...] um objeto ou esquema sensério-motor” (p.185).
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ano, com o inicio da linguagem e, sem dtvida, em sincro-
nismo com a constitui¢do do simbolo [...]” (p.185).
O simbolo, por sua vez, é

uma imagem evocada mentalmente ou um objeto sim-
bélico materialmente escolhido intencionalmente para
designar uma classe de a¢des ou objetos. Assim, a ima-
gem mental de uma drvore simboliza na mente as arvores
em geral, uma determinada drvore de que o individuo

se recorda ou certa acdo relativa as arvores etc. (Piaget,

2008, p.185)

Nesse contexto, Tassinari (2011) explica que a imagem
mental é “[...] o significante semelhante ao significado,
usado pelo sujeito epistémico para representar, e, portanto,
¢ um simbolo” (p.34). Além disso, atentando as a¢des inte-
riorizadas e enfatizando o papel da imagem mental na cons-
tituicdo de sistemas ulteriores — em particular no periodo
operatério concreto —, o autor continua: ‘“‘mas [o simbolo]
ndo é um objeto do meio exterior [...] e sim é interno ao
sujeito epistémico” (p.34). Assim:

As imagens mentais sdo “copias’ do real; entre aspas,
pois elas ndo derivam dos objetos ou dos acontecimentos
“em s1”, mas do real tal qual estd construido pelo sujeito
num determinado momento segundo suas a¢des. A ima-
gem mental, como mostra Piaget (1978),? é o produto
da interiorizagio dos atos de inteligéncia, imitacdo inte-
riorizada, ou ainda, o esboco de uma imitacdo possivel

(e portanto tem suas raizes no plano sensério-motor).
(Tassinari, 2011, p.34)

2 A formagdo do simbolo na crianga: imagem, jogo e sonho: imagem
erepresentacdo (1978). Neste livro, utilizamos a edigdo de 1990 do
livro de Piaget.
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Do exposto na citagdo, podemos dizer que hd uma
significacdo inerente aos esquemas de a¢des do sujeito
epistémico enquanto ele constréi o seu real por meio da
assimilagdo dos dados, quando estes sdo incorporados ao
seu sistema de esquemas de a¢des. Tal “significa¢do”, por
meio da acfo, é a raiz para significacbes inerentes aos sis-
temas mais complexos (incluindo as estruturas matema-
ticas abstratas), que necessitam da funcdo semiotica, de
imagens mentais e de agdes internas.

Com efeito, a fun¢io semidtica consiste na represen-
tacdo de um significado qualquer por meio de um signifi-
cante diferenciado (simbolo ou signo) e que serve somente
para essa representacdo. Assim, podemos representar um
objeto, um acontecimento, um esquema de conceito por
meio de uma linguagem, de uma imagem mental, de um
gesto simbdlico etc. (Piaget; Inhelder, 2002, p.46).

E nessa linhagem que Ramozzi-Chiarottino (1972)
trata também de apresentar e definir os tipos de signi-
ficantes, ja que a fun¢do semiotica “é mais ampla que a
linguagem, por incluir, além dos signos verbais [...], os
simbolos [...] no sentido estrito”, e diferencia os signifi-
cantes, de forma que “o signo [...] € geral e abstrato (arbi-
trario), o simbolo [...] é individual e social, de uma mesma
elaboracdo de significa¢des” (p.16).

Em concordéncia, Piaget (2008) afirma que “simbolo
e signo apenas sdo os dois polos, individual e social, de
uma mesma elaboracéo de significagdes” (p.185).

Com oaparecimento dafunc¢iosimbdlica, estabelecem-
-se novas relagdes entre o sujeito e seu meio, enriquecendo
seu pensamento, segundo Ramozzi-Chiarottino (1972),
especialmente pela aquisi¢do da linguagem, porém, uma
vez de posse da linguagem,

a crianca nio chega imediatamente as operacoes implicitas

em suas estruturas. E necessiria uma atividade que vai
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de dois a sete anos para que a crianga chegue as operacoes
concretas (que dizem respeito aos objetos) e depois é pre-
ciso esperar os dez ou onze anos [...| para que ela alcance
as operacdes proposicionais.’ (p.17, grifo nosso)

Como veremos, as operagdes concretas aparecem, se-
gundo Piaget, nas transformacdes doreal, por acdes interio-
rizadas e coordenadas em sistemas coerentes e reversiveis.

Por definicdo, as operacdes, para ele, sdo “[...] acdes
interiorizadas ou interiorizaveis, reversiveis [isto &, podem
ser executadas nos dois sentidos] e coordenadas em estru-
turas totais”* (Apostel; Mandelbrot; Piaget, 1957), sendo
que uma ac3o interiorizada é

[...] uma acgdo executada em pensamento sobre objetos
simbélicos, seja pela representacio de seu desenrolar
possivel e sua aplicagdo aos objetos reais evocados por
imagem mental [...], seja pela aplicagio direta aos siste-

mas simbdlicos (signos verbais etc.). (p.44-5)

Sdo objetos simbolicos os objetos ndo materiais, tais
como as imagens mentais, os sistemas de signos ou sim-

3 Essenivel —da “passagem” da a¢do a operagdo — ndo é apenas uma
transi¢do, uma vez que ‘‘se progride seguramente em relagdo a agdo
imediata, que a fungio semiética permite interiorizar, é também
assinalado, sem duvida, por obstéculos sérios e novos” (Piaget,
2002, p.86).

4 Como sera discutido neste capitulo, notemos inicialmente que,
assim como as agdes, o sistema das operag¢des também consiste em
estruturas epistémico-psicolégicas. Nesse sentido, as operagdes
concretas constituem a estrutura de agrupamento (composto por
estruturas de classificacio e seriagdo, constituidas, respectivamente,
por operagdes de classes e operacdes de relacdes). As operagdes con-
cretas sdo assim executadas por meio de operagdes sobre simbolos
(os quais representam objetos concretos) ou, ainda, por esquemas
de transfiguragdes, conforme discutiremos posteriormente.
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bolos etc. Piaget considera que “[...] psicologicamente a
operac¢io é uma acdo interiorizada que se faz reversivel por
sua coordenagio com outras agdes interiorizadas numa es-
trutura de conjunto que engloba certas leis de totalidade”
(Piaget; Beth; Mays, 1974, p.43).

As caracteristicas da operagido, de ser uma agdo inte-
riorizada, reversivel e coordenada numa estrutura total,
no sentido expresso por Ramozzi-Chiarottino (1972),
pelo qual uma “operagdo [...] nunca aparece s6 [mas]
sempre ocorre em funcio de um conjunto de operacdes
coordenadas entre si” (p.20), s3o necessarias para carac-
terizar a maneira como o sujeito operatorio concreto age
no mundo. Segundo Piaget (1980): “[...] as operacdes s6
se constituem ao coordenarem-se entre si sob a forma de
estruturas de conjunto” (p.328), resultando no fechamen-
to de tais estruturas (de carater autorregulatério), cujas
caracteristicas operatdrias se implicam reciprocamente,
de acordo com uma composi¢ido necessaria para esse fe-
chamento estrutural.

As operagdes evidentemente marcam uma nova es-
truturagdo do real e uma nova e rica forma de inteligéncia
expressa pelo sujeito em meio aos problemas que lhe sdo
apresentados. Anteriormente, os seus raciocinios ndo pas-
savam de “experiéncias mentais”’, apenas prolongando as
coordenacdes sensOrio-motoras no campo da representa-
¢éo. Tais raciocinios continuavam, durante muito tempo,
como intermediérios entre o pensamento simbolico inicial
e o periodo das operacbes concretas, que, por sua vez, ca-
racterizam de fato o pensamento légico (ainda que ligado
a objetos “reais”). Esse intermédio é consequéncia do ca-
rater pré-operatorio do raciocinio transdutivo, o qual leva
ora a respostas corretas, ora a respostas incorretas.

A transducdo é um raciocinio sem imbrica¢des rever-

siveis de classes hierdrquicas, nem de relagdes. Sendo
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sistemas de coordenacdes sem imbricacdes, [...] a trans-
ducio sera, pois, uma espécie de experiéncia mental que
prolonga a coordenacdo de esquemas sensério-motores
no plano das representacdes; como ndo constituem con-
ceitos gerais, e sim meros esquemas de acdes evocados
mentalmente, essas representacdes ficaram a meio-cami-
nho entre o simbolo-imagem e o proprio conceito [isto

¢, entre o pensamento operatério]. (Piaget, 1990, p.300)

Conclui-se facilmente por que tal raciocinio transdu-
tivo leva ora a conclusdes corretas, ora a conclusdes incor-
retas, que ndo estdo sustentadas pelas premissas: devido
a falta de deducio operatéria. Quando o raciocinio ndo
pressupde a inclusdo classificatéria e intencional, fazen-
do uso apenas das coordenac¢des de esquemas sensério-
-motores, bem como quando se aplica somente a objetos
individuais, a transdugio € correta. Ela também é correta
quando o raciocinio deve se aplicar, por meio de experién-
cias mentais, apenas aos esquemas ja generalizados ou as
suas composicoes. No entanto, se as inclusdes de classes
ou composigdes associativas de relacdes se fazem necessa-
rias, entdo a transducdo falha pela falta de um pensamento
coordenado e reversivel, isto é, pela falta justamente de
um pensamento operatério.

O que falta entdo a inteligéncia transdutiva em relagio
a inteligéncia légico-operatéria? Segundo Piaget, ha entre
a inteligéncia sensorio-motora e a inteligéncia logica qua-
tro diferencas fundamentais:

1. No periodo sensorio-motor hd auséncia de repre-
sentac¢io, isto é, de condutas que supdem a evoca-
¢do, por parte do sujeito, de significantes diferencia-
dos de seus significados. Como vimos no capitulo
anterior, as conexdes entre os fatos estabelecidos

pela inteligéncia sensério-motora estdo limitadas
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pelos dados atuais da percepgio e dos movimentos.
Por isso, tais conexdes s6 ligam as percepcoes e 0s
movimentos de forma sucessiva, sem reunir todos
os dados numa estrutura que organize os estados
em particular, distintos no tempo, e que os reflita
em um quadro total e simultaneo, caracterizando
a representacdo. Segundo Piaget (1990), ainda,
“a inteligéncia sensério-motora funciona, assim,
como um filme em cdmera lenta, que representasse
uma imagem imoével ap6s outra, sem levar a fusido
de imagens” (p.304).

2. No periodo sensério-motor nio ha pensamento
reflexivo, mas uma inteligéncia prética, pela falta
de uma capacidade de representacio e da equili-
brac¢do do pensamento operatorio. Nesse contexto,
ainteligéncia sensério-motora tende ao éxito, e ndo
a verdade; satisfaz-se com a chegada ao objetivo
pratico a que se visa, e ndo com a constatacio (clas-
sificacdo ou seriacdo) ou com a explicacio. E inteli-
géncia puramente vivida, e nfo pensamento.

3. A inteligéncia sensério-motora trabalha somente
na realidade atual, uma vez que seu dominio é sem-
pre limitado pelos instrumentos e indicios percep-
tivos e motores (sem a possibilidade de utilizacio
de simbolos ou signos) e esquemas que se referem
as agoes.

4. O pensamento, nesse periodo, é essencialmente
individual, em oposicdo aos enriquecimentos
sociais adquiridos com o emprego dos signos.

Como afirma Piaget, nio podemos nos esquecer de ad-
mitir a continuidade funcional que estd presente em todos
os sujeitos e em todos os periodos do desenvolvimento,
tampouco podemos esquecer as diferencas estruturais
que marcam os estdgios do desenvolvimento e suas es-
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pecificidades.® Admitindo, portanto, esses dois aspectos
gerais, parece que somente quatro condi¢des bastam para
que a inteligéncia passe da coordenagio de esquemas de
acoes, limitados pela percepcio, para a inteligéncia logica
e conceitual:

1) uma aceleracio geral dos movimentos, fundindo-se
as acOes sucessivas numa abreviagdo ou encurtamento
movel da agdo de conjunto; o desenrolar rapido do filme

da conduta constituiria, assim, a representacdo interior,

5 Notemos que o presente livro busca explicitar, segundo a Epis-
temologia Genética, como o conhecimento matematico abstrato
é possivel, a partir de uma analise exclusivamente estrutural,
reservando para trabalhos futuros uma analise do ponto de vista
funcional. Em relagdo a essa distingdo, ressaltaremos apenas que,
segundo Tassinari, Ferraz e Pessoa (2014): “O estudo da relagao
entre biologia e conhecimento em Piaget (2008a) nos leva a con-
siderar, inicialmente, certos fatores hereditdrios que condiciona-
riam o desenvolvimento intelectual, porém, como nos diz Piaget
(2008a, p.13-4), tal implicagdo pode ser entendida sob dois senti-
dos biologicamente diferentes: os fatores hereditérios estruturais e
os funcionais. Os fatores hereditérios de ordem estrutural vincu-
lam-se a constitui¢do do sistema nervoso e 6rgaos sensoriais. Essa
constituigdo estrutural, ainda que seja limitada, influi na constru-
¢do das nogdes mais fundamentais, tais como na nossa nogio de
espago, tempo, causalidade e permanéncia dos objetos no espago,
por exemplo” (cf. Piaget, 2008b). Os autores continuam: “A ati-
vidade hereditaria de ordem funcional tem outro sentido distinto.
Trata-se da hereditariedade do préprio funcionamento e ndo da
transmissdo desta ou daquela estrutura. Nesse sentido, a atividade
funcional da razdo ou inteligéncia ndo proviria da experiéncia,
mas estaria ligada a ‘hereditariedade geral’ da propria organizagio
vital”, pois, para Piaget (2008a), “[...] assim como o organismo
ndo poderia adaptar-se as variagoes ambientais se ndo estivesse ja
organizado, também a inteligéncia ndo poderia aprender qualquer
dado exterior sem certas fungdes de coeréncia (cujo termo tltimo
é o principio da ndo contradi¢do), de relacionamentos etc., que sio
comuns a toda e qualquer organizagéo intelectual” (p.14).
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concebida como bosquejo ou esquema antecipador do
ato. 2) uma tomada de consciéncia que esclarece esse
esboco abreviado, isto é, que desenrola o filme nos dois
sentidos: a constatacdo e a explicacdo, fundadas na clas-
sificacdo hierdrquica e na seriacdo das relacoes, substi-
tuiriam, pois, a simples busca do objetivo pratico. 3) um
sistema de signos, que se acresce as acoes, permitiria a
construcido dos conceitos gerais necessarios a essas clas-
sificacbes e seriagdes. 4) a socializacdo que acompanha o
emprego dos signos inseriria o pensamento individual em
uma realidade objetiva e comum. (Piaget, 1990, p.305)

Ainda segundo Piaget (1976), “[...] todo sistema de
operagdes intelectuais apresenta-se psicologicamente sob
dois aspectos paralelos: exteriormente, trata-se de acoes
coordenadas entre si (agdes efetivas ou mentalizadas)”
(p.13), e, “interiormente, quer dizer, para a consciéncia,
trata-se de relagdes que se implicam umas as outras”. Por-
tanto, “[...] o proprio das operagdes é constituir sistemas”.

Um exemplo tipico de operagido concreta é a opera-
c¢do de classificacdo, relativa a inclusdo parte-todo. Para
introduzirmos tal operacéo, consideremos inicialmente a
seguinte situacdo:

Seja [...] uma caixa contendo somente “contas de
madeira” (= classe B), das quais a maioria é castanha
(“contas castanhas” = classe A), mas duas s3o brancas
(“contas brancas” = classe A’); a questdo que entdo se
coloca € saber se nessa caixa ha mais contas de madeira B
ou contas castanhas A. (Piaget; Szeminska, 1975, p.225)

Temos trés respostas possiveis para essa pergunta, que
correspondem as trés etapas que Piaget distingue a partir
dessas respostas. A situacio a seguir exemplifica a primei-
ra fase:
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Stro (6 anos): “Existem nesta caixa mais contas de
madeira ou mais contas castanhas? — Mais contas casta-
nhas. — Por qué? — Porque das de madeiras s6 ha duas. —
Mas as castanhas ndo sdo também de madeira? — Ah, sim.
— Entdo, ha mais castanhas ou mais de madeira? — Mais
castanhas. (Piaget; Szeminska, 1975, p.227)

Segundo Piaget, durante a primeira fase, a crianca per-
manece incapaz de apreender que as classes B abrangerio
sempre mais elementos que as classes A. Do ponto de vista
psicolégico, ela ndo consegue pensar simultaneamente no
todo B e nas partes Ae A’.

A fase seguinte pode ser exemplificada por esta
situacio:

Gail (6;0), F.: “Se fizeres um colar com as contas
castanhas que se acham nesta caixa ou com as contas de
madeira que estdo ali, qual seria o mais comprido? — O
maitor serd o colar de contas castanhas. — E ha mais contas
de madeira ou mais contas castanhas? — Mais contas casta-
nhas. Ndo, mais contas de madeira. Ndo, é a mesma coisa!”
Vé-se que Gail quase chega a incluir uma classe na outra:
o que lhe falta somente é compreender que a classe das de
madeira possui dois termos a mais que a classe castanha.
(Piaget; Szeminska, 1975, p.241)

A situagio apresentada é um caso particular que carac-
teriza a fase da descoberta intuitiva — e ndo dedutiva — da
resposta certa, o que significa que hd tateios antes da cons-
trucdo correta, e ndo composicao imediata.

A Ultima situacio é a consideracio de um pensamen-
to operatério, quando o sujeito adquire a capacidade de
composicdo aditiva das classes a partir da dedugio corre-
ta, pela qual seu pensamento leva em conta, simultanea-
mente, o todo B e as partes A e A’. Piaget afirma:
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Em resumo, assim que a crianga raciocina sobre uma
das partes considerada por si mesma, a totalidade como
tal se dissolve, transferindo suas qualidades para a outra
parte somente. Se chamarmos de B o todo, de A a parte
considerada e de A’ a outra parte, constatamos pois que a
dificuldade das criancas [da] primeira fase em compreen-
der a relagio de inclusio ou de parte da totalidade é na
realidade umadificuldade em conceber o todo comoresul-

tante de uma composicio aditiva das partes: B=A + A’

e A=B-A’. (Piaget; Szeminska, 1975, p.236)

Por fim, de acordo com as situacdes descritas ante-
riormente, podemos apresentar a primeira operagdo de
agrupamento relativa as classes considerada por Piaget
(1976, p.101): a adigdo simples ou o0 agrupamento aditivo
das classes.

Consideremos uma série de classes A c Bc C ...,
primadrias, nas quais cada uma esta contida na seguinte.
Considerando ainda que as classes ndo sdo equivalentes
entre si, mas ordenadas simplesmente da forma mostrada,
podemos fazer corresponder a cada uma a sua comple-
mentar: A’ = B—A; B = C — B. Tais classes complemen-
tares sdo consideradas secundarias.

A partir de tal ponto de vista, Piaget (1976) afirma:

A classe A e as classes secundarias A’, B’, C’,... serdao
chamadas, juntas, as “classes elementares” do sistema. O
agrupamento aditivo é entdo constituido pela sequéncia
de encaixes dicotémicos: [...]A+A’=B;B+ B =C; C+
C’=Detc.[...] (p.101)

Do ponto de vista formal, temos que o agrupamen-
to aditivo é o primeiro tipo de estrutura de classificacio
apresentado por Piaget no seu Ensaio (1976).
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Na proxima parte, apresentaremos uma nova estru-
tura epistémico-psicologica que esta relacionada com a
nogdo de operacéo (concreta) em Piaget.

O sistema de esquemas de transfiguracoes
e as operacdes concretas

Nesta parte, de inicio apresentaremos o conceito de
transfiguracdo e uma nova estrutura epistémico-psicol6-
gica, o sistema de esquemas de transfiguragdes, que expli-
cita como se dd a passagem na qual a crianca age sobre a
experiéncia sensivel até a estruturacdo légico-matematica
do real. Em seguida, relacionaremos tal estrutura episté-
mico-psicologica com as operagdes concretas.

Da acao sobre a experiéncia sensivel
a estruturacao légico-matematica do real:
a definicao de transfiguracao

Como vimos, o conceito de operagido em Piaget estd
ligado a ideia de acio interiorizada, a qual, por sua vez, é
uma acdo executada em pensamento sobre objetos sim-
bélicos. Dessa forma, pressupde a representacio® de tais
objetos, uma vez que é através dessa representagio que o
sujeito pode executar o pensamento.

Buscando uma génese para as estruturas logico-opera-
térias, em contraposi¢io as estruturas puramente formais
(mais “gerais”), escreve Piaget (1976):

Se nos interessarmos apenas pelas estruturas “gerais”,

[o] modo de composigio [do agrupamento] ndo apresenta

6 Lembremos que o termo “representa¢do”, no contexto da Episte-
mologia Genética, estd intrinsecamente relacionado a capacidade
que Piaget denomina “fungdo semiética”, conforme foi discutido
anteriormente.
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valor algum e a tendéncia compreensiva de qualquer axio-
matico sera a de eliminar [as] restri¢oes para chegar seja
a um grupo, seja a uma rede completa, o que é bastante
facil. Por outro lado, se procuramos o “elementar” com
a finalidade de encontrar as conexdes entre as operacoes
“naturais” e as estruturas formalizaveis, é dever do ana-
lista estabelecer até onde pode levar a tais composicoes.
A ideia central é a de que a formalizagéo ndo é um estado,
mas um processo, e que ela se apoia, consequentemente,
em estruturas que se elaboram segundo niveis. Procu-
rando atingir, entdo, as mais elementares dentre elas, mas
na medida naturalmente em que elas ja permitem um
jogo de composi¢des necessarias ou de inferéncias vali-
das, nés as encontramos nas operagoes de classificacdo e de
relacionamento, representando o estdgio mais simples da

logica das classes e das relagoes. (p.XVII, grifos nossos)

E nesse sentido que Piaget chama a estrutura de agru-
pamento de estrutura (l6gico-operatéria) elementar. Além
disso, a relacdo entre as operagdes do pensamento natu-
ral e as estruturas l6gico-operatérias seria analoga aquela
existente entre as operacbes matematicas e as estruturas
matematicas (ou, ainda, entre as acdes e a estruturacio
sensério-motora): na medida em que uma estrutura ma-
temadtica (especifica) é definida como um conjunto no
qual sdo estabelecidas certas relagdes entre seus elementos
constituintes (operagdes matematicas, por exemplo), po-
demos considerar que a estrutura epistémico-psicologica
de agrupamento se estrutura a partir de um conjunto de
operagdes concretas (classificagdes e seriagdes) sobre ob-
jetos concretos. Lembremos ainda que, como salientado,
Piaget (1976) afirma que “[...] todo sistema de opera¢des
intelectuais apresenta-se psicologicamente sob dois aspec-
tos paralelos: exteriormente trata-se de agdes coordenadas
entre si (a¢oes efetivas ou mentalizadas)” e, “interiormen-
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te, quer dizer, para a consciéncia, trata-se de relagdes que
se implicam umas as outras”. Portanto, que “[...] o préprio
das operagoes é constituir sistemas” (p.13, grifos nossos).

Assim, dizemos que, ao realizar operac¢des “do
pensamento natural”, o sujeito constitui as estrutu-
ras epistémico-psicoldgicas, e € nesse sentido que as
opera¢bes concretas formam a estrutura de agrupa-
mento. E nesse sentido também que estabelecemos as re-
lagdes de operactes do pensamento natural e as estruturas
epistémico-psicolégicas.

Ao exemplificar a nogdo de opera¢des no seu Ensaio de
légica operatéria (1976), Piaget apresenta a estrutura de
agrupamento, ‘‘uma estrutura intermedidria entre o grupo
e arede e, como tal, exprime a natureza propria as totali-
dades l6gicas, [bem como] ao conjunto das operacoes que
intervém numa classificagio” (p.90).” Assim, em relacdo ao
periodo que concerne as estruturas operatorias concretas
(l6gico-operatérias), Piaget concebe o agrupamento como
uma estrutura inerente as estruturas de classes e relacdes,
analisando como essas se constituem e procurando enten-
der as relagdes entre tais estruturas, que por vezes ele chama
de elementares, e as operacdes do pensamento natural.

Tais exemplos referem-se a capacidade de seriacdo e
classifica¢io (incluindo nesta a unido, a intersec¢do e a di-

7 Na Introdugio a segunda edigdo do Ensaio (1976, p.XIX), Piaget
estabelece uma relagdo entre o grupo, o agrupamento e a rede.
Segundo ele: “Do grupo, o agrupamento ja possui uma reversibili-
dade total, assim com a operagdo idéntica geral e tinica, mas, como
suas opera¢des implicam também tautificagdes, a associatividade
¢ apenas parcial. Em comparagio a rede, e deixada de lado esta
reversibilidade, que é mais forte do que as complementaridades
proprias as redes complementadas, pode-se considerar o agrupa-
mento como uma semirrede, pela razdo essencial dela considerar
a parte as operagoes aditivas [...] ou multiplicativas [...], donde a
auséncia [entre outras coisas] de um ‘conjunto das partes’ e uma
composicdo por simples encaixes sucessivos’.
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ferenca de conjuntos) do sujeito epistémico. Assim, no
seu Ensaio, Piaget expde, sistematicamente, quatro es-
truturas de agrupamento relativas as classes — dentre elas:
adicdo simples (ou inclusiva), que nada mais é do que a
conhecida unido de classes, conforme exemplificamos
na sec¢do anterior; complemento de classes; multiplicagdo
simples, a intersec¢do; multiplicacio counivoca e biunivo-
ca das classes — e quatro relativas as relacdes — a adicdo das
relagdes assimétricas transitivas, as relagdes simétricas e
as relagdes assimétricas de um a muitos e de muitos a um.

Temos entdo que o agrupamento seria o modelo das
estruturas operatérias concretas, pois, segundo Piaget e
Beth (1961): “a observagio e a experiéncia nos tém mos-
trado [...] que, se chamamos ‘operacdes’ as a¢des interio-
rizadas, reversiveis [...] e coordenadas em estruturas de
conjunto” (p.185) e, ainda, “se chamamos de concretas as
operagdes que intervém nas manipulagdes dos objetos ou
nas suas representacoes acompanhadas de linguagem”,
entdo podemos dizer que “todas as estruturas do nivel das
operagdes concretas se reduzem a um s6 modelo”, que
Piaget designa com o nome de agrupamento.

Lembremos entdo que, como vimos no Capitulo 2, a
concepcio estrutural presente no pensamento de Piaget,
bem como a nogido de que o conhecimento é construido
pelo sujeito por meio de sua interagdo com o objeto, nos
fornecem ferramentas relevantes para uma possivel for-
malizacéo e solucdo do problema proposto sobre a anélise
do conhecimento cientifico por meio de uma exploragio
l6gico-matematica. Sobre isso, Piaget (1979, p.37) afir-
ma que um dos meios mais instrutivos para a analise das
acoes do sujeito ¢ a construcio de modelos de inteligéncia
artificial, para obter de tais modelos uma teoria cibernéti-
ca, a fim de atingir as condi¢des necessarias e suficientes
para a realizacdo efetiva do funcionamento dos sistemas
construidos a partir dessas acdes.
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No entanto, no caso do periodo operatério concreto,
Grize?® ressalta:

A estrutura de agrupamento, que Jean Piaget intro-
duziu em 1941, revelou-se dificil de ser formalizada com-
pletamente. As tentativas feitas até hoje sdo ainda pouco
satisfatorias, no sentido de que todas comprometem, de
uma maneira ou de outra, o pensamento de Piaget. (Pia-
get, 1976, p.90)

Esse projeto da formalizagio do periodo operatério-
-concreto era um problema que Piaget buscava resolver
no contexto de seus estudos para a publicagdo do Traité de
logique e, posteriormente, do Ensaio, pois, segundo o autor
(1976), “[...] se é possivel axiomatizar grandes estruturas
acabadas, tais como as de grupos ou de redes’ etc., a per-
gunta permanece aberta no que concerne as etapas ante-
riores” (p.XVI), por exemplo, a estrutura de agrupamento.

Uma das inimeras dificuldades da formalizacdo reside
no fato de que uma operacéo concreta ndo é apenas uma
acdo interiorizada e coordenada em sistemas de conjun-
tos reversiveis: é preciso uma tomada de consciéncia, por
parte do sujeito, do mecanismo das operacdes que realiza

8 Jean-Blaise Grize, légico suico, ajudou Piaget na reedigdo do livro
Traité de logique: essai de logique opératoire (1949), dando ori-
gem a sua segunda edi¢do, com o titulo Essai de logique opératoire
(1976). Como apresentado na Introducéo, utilizamos neste livro a
verséo traduzida para o portugués.

9 Segundo Piaget (1976):“De um modo geral, a rede [ou reticulado]
¢ um conjunto parcialmente ordenado por uma relagdo que assina-
laremos por < e tal que, para todo par de elementos em E, se possa
definir o menor majorante comum ou supremum, € 0 maior mino-
rante comum ou infimum” (p.88). Por exemplo: “No caso de um
sistema de classes, a relagdo de ordem seria a inclusdo no sentido
amplo € e ter-se-ia: supremum de Ae B=A U B [e] infimum de
AeBz=z AN B”.
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e de suas combinagdes. O proprio Piaget, juntamente com
Inhelder, escreve:

Na realidade, uma operacdo concreta nio é apenas
uma acio interiorizada e que se combina com outras, em
sistemas de conjuntos reversiveis; é também, e por isso
mesmo, uma a¢do que é acompanhada por uma tomada
de consciéncia de seu mecanismo e de suas coordenagdes.
(Piaget; Inhelder, 1976, p.4)

Nesse sentido, para Piaget, sem tal “[...] tomada de
consciéncia de seu mecanismo e de suas coordenacdes”,
o sujeito epistémico “‘age apenas para atingir o objetivo,
e ndo se pergunta como é que o consegue’ (Piaget; Inhel-
der, 1976, p.4). Por outro lado, comparados aos sujeitos
do estagio anterior, entre os quais ndo ha tal tomada de
consciéncia, os sujeitos do nivel operatério concreto “[...]
nio se limitam mais a agir, mas interiorizam suas agdes
sob a forma de operacdes [...]: portanto, tomam conscién-
cia do fato” (p.7).

E a partir dessa diferenca fundamental entre acio in-
teriorizada e operagdo que Tassinari (1998; 2011) realiza
uma analise pormenorizada do papel da imagem men-
tal na constituicio do sistema das opera¢des concretas e,
por conseguinte, tenta determinar se existe uma Unica
estrutura fundamental da qual as estruturas de classes e
relagdes (estrutura de agrupamento, periodo operatorio
concreto) seriam subestruturas.

Essa concepgio esta de acordo com a critica do epis-
temodlogo Gilles-Gaston Granger, de que haveria uma
lacuna, na obra de Piaget, na explicacdo da passagem
da agdo sobre a experiéncia sensivel a estruturagio
logico-matemadtica.

Tassinari (1998), em sua disserta¢do de mestrado, Da
experiéncia sensivel a estruturacdo logica do real: um estu-
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do da forma da construcdo do “agrupamento” em Piaget,
bem como em Ferreira (2011), Sobre o uso da fungdo pro-
posicional e sua génese segundo a Epistemologia Genética,
mencionam a critica de Granger. Porém, Tassinari (1998)
também apresenta em sua dissertacio a interpretacio feita
por Ramozzi-Chiarottino, que mostra o papel da imagem
mental na construcio do sistema de opera¢des do sujeito
epistémico, interpretacdo da qual ele parte para explicar
como se dd a passagem da agio sobre a experiéncia sensi-
vel até o aparecimento das estruturas l6gico-matematicas.

Tassinari (1998; 2011, p.31-46) entdo propde uma es-
trutura fundamental para a légica operatoria concreta,
para explicar como se dé a passagem da agio sobre a expe-
riéncia sensivel a estruturacdo légico-matematica. O foco
do trabalho é mostrar que existe uma Unica estrutura da
qual as outras oito estruturas de agrupamento enunciadas
nesta parte sdo subestruturas. Tal estrutura é denominada
sistema de esquemas de transfiguracdes. Assim, o autor
introduz uma nogdo que possibilita apresentar essa estru-
tura fundamental e responder como se d4 a passagem da
acdo sobre a experiéncia sensivel & estruturacdo légico-
-matematica do real:!°

Chamaremos de transfiguracio, por defini¢cdo, uma
acao, realizada endogenamente pelo sujeito epistémico,
que consiste em passar de uma imagem mental (que repre-
senta uma situagio ou objeto que chamaremos estado 1) a
outra imagem mental (estado 2) e que permite comparar
os objetos ou situacdes representados, sendo que as ima-
gens ndo podem estar fundidas [em] uma representagio

10 Segundo Tassinari (2011): “Usamos o termo transfiguragdo, pois,
na falta de um melhor, ele permite designar as agdes interioriza-
das (pertencentes, pois, ao aspecto operativo do conhecimento)
sobre os elementos do aspecto figurativo do conhecimento (trans
= movimento para além de, figura = imagem)” (p.36).
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imagética Unica, ou seja, o sujeito deve expressar em seu
comportamento (o que mostra haver a consciéncia de)
que se trata de dois objetos ou situagdes diferentes e que
estdo ligados por essa propria acdo endégena que os com-
para. (Tassinari, 2011, p.36)

Tal no¢io de transfiguracgio é condi¢do necessaria (mas
nio suficiente) para a logica operatoria concreta, pois a ela
deve-se somar a coordenacio das transfiguragdes para que
o sujeito seja capaz de estruturar l6gico-matematicamente
seu real. Logo, temos que a existéncia das transfiguracdes
¢ condic¢do tanto das classes individuais quanto da repre-
sentacdo de uma transformagéo do real.

Tassinari (2011) também define um esquema de trans-
figuracdo como o “[...] conjunto das qualidades gerais de
uma transfiguracdo, ou seja, daquilo que permite repetir a
mesma transfiguracdo ou de aplicé-la a novos contetdos”
(p.37). Tal nogdo deriva da ideia de esquema de acdo defi-
nida por Piaget e Beth (1961, p.251).

O sistema de esquemas de transfiguragées e
as operagoes concretas

A partir dos exemplos apresentados na parte anterior,
em especial o exemplo sobre a capacidade da composicdo
aditiva das classes (exemplo (1)), Tassinari (2011, p.43),
no contexto das pesquisas sobre as relacdes entre acdo
interiorizada e operacdo, se pergunta: como explicar res-
postas nas quais a crianc¢a do periodo pré-operatério nio
consegue coordenar a parte e o todo?

Inicialmente, como vimos, Piaget afirma que o pensa-
mento do sujeito pré-operatério s6 considera as relagdes
das partes de um todo entre si, mas nio a rela¢do entre a
parte A (ouA’) e o todo B, pois, ao considerar um, esquece
o outro (Piaget; Szeminska, 1975, p.235).



84  ALEXANDRE AUGUSTO FERRAZ « RICARDO PEREIRA TASSINARI
Tassinari (2011) entdo destaca:

Apenas utilizando as transfiguracdes, o sujeito epis-
témico é capaz de comparar a parte A e o todo B, e, nesse
sentido, as transfiguracdes sdo necessarias para a consti-
tuicdo das operagoes relativas a classificagdo [por exem-
plo] (como as operag¢des unido e diferencga). (p.44)

Notemos que a composi¢do aditiva refere-se a uma
transfiguragdo executada de A para B (acrescendo-se A’ a
A, isto é, A + A’ = B) e que sua inversa é uma transfigu-
racdo de B para A (determinando-se a diferenca entre B e
A’ istoe, A=B-A).

Segundo Tassinari (2011), temos, entdo, a seguinte
conclusio:

Em resumo, podemos ver que o que falta a crianga é a
capacidade de uma acdo mental, i.e., realizada endogena-
mente pelo sujeito epistémico, que compare os elementos
da percepcio atual com outros imaginados, ou seja, falta-
-lhe a capacidade de passar de uma imagem mental (que
represente a situagdo percebida, por exemplo, a parte A)
a outra imagem mental (que represente uma outra possi-
bilidade, como, por exemplo, o todo B) e comparar seus
significados entre si, no caso, A e B, sem que um exclua
o outro, entendendo que se trata de duas coisas diferen-
tes que sdo ligadas por essa prépria agdo endégena que
os compara. Ou seja, falta-lhe a capacidade de realizar

transfiguracdes como aqui definidas. (p.44)

Segundo o autor, podemos pensar, a partir do exposto,
que as operacdes concretas sdo esquemas de transfigura-
¢bes ou que resultam da coordenacdo desses esquemas.
Isso acontece porque as operagdes (i) sdo acdes realizadas
endogenamente pelo sujeito, (ii) podem realizar transfor-
magdes de uma imagem mental a outra (isto €, modifica-
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coes entre estados), (iii) permitem comparar os objetos ou
as situacdes envolvidas, havendo a tomada de consciéncia,
pelo sujeito, de que se trata de dois objetos ou de duas
situacdes distintas e (iv) repetem ou aplicam as transfigu-
racOes a novos conteudos, dai a generalizacio.

Evidentemente, a mera existéncia das transfiguracoes
ndo é condi¢io suficiente para o aparecimento da logica
operatdria concreta, como vimos. No entanto, se tratarmos
as operagdes concretas como esquemas de transfiguracoes,
poderemos pensar o periodo operatério concreto como
constituindo um sistema de esquemas de transfiguragdes,
respondendo diretamente a critica de Gilles Gaston Gran-
ger, como o fez Tassinari (1998; 2011). Abordaremos essas
questdes com mais detalhes na proxima parte.

Os digrafos como formas matematicas do
sistema de esquemas de transfiguragées

Tassinari (2011, p.37) propde uma estrutura mate-
matica para o sistema de esquemas de transfiguracdes: os
digrafos. Existe, portanto, uma formaliza¢do dessa nova
estrutura epistémico-psicologica fundamental, o sistema
de esquemas de transfiguracdes, por meio da estrutura
matemadtica a ela associada, os digrafos, estabelecendo
uma rela¢do entre uma estrutura epistémico-psicoldgica e
uma estrutura matematica.

A estrutura matematica de digrafos'"

Definigdo 3.1. Um digrafo é uma estrutura matematica
cujo dominio é um conjunto de pontos (chamados, por

11 Grande parte dos resultados expostos nesta parte (definicdes,
notagdes, proposi¢des etc.) foi inspirada nos trabalhos de Tassinari
(2011, em especial, p.31-45).
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definicdo, de vértices) e que tem apenas um predicado
bindrio, um conjunto de linhas orientadas que ligam esses
pontos (chamadas, por definicdo, de arestas direcionadas,
de setas ou ainda de arcos)".

Notemos que, da defini¢do de digrafo, segue neces-
sariamente que um digrafo é uma estrutura matematica
especifica, conforme a Defini¢do 1.5.

Notagdo 3.1. Denotaremos por xy o par ordenado asso-
ciado a uma seta do ponto x ao ponto y.!?

Vamos agora definir uma estrutura matematica par-
ticular de digrafos para relaciond-la com o sistema de
esquemas de transfiguracdes. Para tal, consideremos ini-
cialmente algumas definicdes.

Defini¢io 3.2. Um digrafo-R ou um digrafo reversivel*

¢ um digrafo tal que, para toda seta xy, existe uma seta yx
aelareversa.

Do ponto de vista psicologico, podemos associar os di-
grafos-R a reversibilidade das acdes (conduta do retorno,
no periodo sensério-motor, por exemplo) ou mesmo a re-
versibilidade das operacdes, incluindo as transfiguragdes.

Definicao 3.3. Um digrafo-P é um digrafo tal que, para
todo vértice x e para algum vértice y, existe uma seta xy ou
uma seta yx. Em outras palavras, um digrafo-P nio tem
pontos isolados.

12 Por questdo de convengao, neste livro denominaremos de setas as
linhas orientadas que ligam um par de vértices.

13 Tassinari (2011, p.38) sugere outras opg¢des de notagdo, como a
seta xy ou o par ordenado (x, y). No entanto, para ndo confundir-
mos a notagdo dos digrafos com as notagdes de operagdes parciais
(em especial as operagdes parciais binarias), introduzidas no Capi-
tulo 1, adotaremos simplesmente a notagdo xy para o digrafo que
liga os vértices x, y.

14 Na literatura especializada, os digrafos-R sdo denominados simé-
tricos. No entanto, para relacionar com a nogéo de reversibilidade
das transfiguracdes, Tassinari (2011, p.38) utiliza a letra R.
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Defini¢ao 3.4. Um digrafo-T, ou transitivo, ¢ um digrafo
tal que, se existe uma seta xy e outra seta yz, entdo existe
uma seta xz.

Defini¢ao 3.5. Um digrafo-RPT é um digrafo que possui
todas as propriedades anteriores.

Para verificarmos que todo digrafo-RPT possui essas
trés propriedades, Tassinari (2011) apresenta a seguinte
proposicao:

Um digrafo é um digrafo-RPT se, e somente se, satis-
faz as duas propriedades abaixo:
1. em todo vértice x existe uma seta de x para o pro-
prio x; e
2. dados dois vértices x e y, ou existe seta de x para y
e de y para x, ou eles ndo pertencem a mesma parte
[i.e., os vértices x e y ndo sdo comparaveis do ponto

de vista do sistema em questio]. (p.39)

Sobre a relagdo que podemos estabelecer entre os di-
grafos-RPT e o sistema de esquemas de transfiguracio, o
autor escreve que os vértices s3o os estados que a crianga
representa por meio de imagens mentais e, a cada transfi-
guracdo de um estado A para um estado B, teremos uma
seta AB, possibilitando, assim, verificar que o digrafo do
sistema de esquemas de transfiguracdes ¢ um digrafo-
-RPT.!® Assim, a estrutura de digrafos pode ser conside-
rada como sendo uma estrutura matematica subjacente ao
sistema de esquemas de transfiguragdes. Por isso, deve-
mos notar que é possivel verificar como as transfiguracdes
satisfazem cada uma das propriedades R, P e T definidas
anteriormente.'®

15 A demonstragdo pode ser encontrada em Tassinari (2011, p.40).

16 1d., ibid.
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Os digrafos como formas matematicas do
sistema de esquemas de transfiguragdes

Como vimos, a partir da Defini¢do 3.1, temos que os
digrafos-RPT sdo estruturas matematicas especificas e,
como a estrutura matematica associada ao sistema de es-
quemas de transfiguracdoes € a estrutura de digrafo-RPT,
podemos concluir que:

A forma matematica dos sistemas de esquemas de
transfiguracdes é¢ um digrafo-RPT.

Podemos concluir, por fim, a partir do resultado geral
apresentado no item Estruturas matematicas especificas
e operacOes parciais unitarias e da Definicdo 3.1, que a
estrutura matemdtica digrafo-RPT, que é a forma do sis-
tema de transfiguragdes, € constituida por um conjunto de
conjuntos de operagdes parciais unitarias no conjunto dos
individuos dessa estrutura.

Operacgoes sobre simbolos e sua forma
matematica

Nesta parte, designaremos as transfiguracdes e seus
esquemas de operacdes sobre simbolos e mostraremos
que as operag¢des parciais podem ser consideradas formas
matemadticas dessas operagdes.

Lembremos que o termo “transfiguracio” designa uma
acdo interna, realizada pelo sujeito epistémico, que con-
siste em passar de uma imagem mental x a outra imagem
mental y, havendo a consciéncia de que se trata de duas
situacdes ou objetos que sdo ligados por essa acio end6gena
que os compara.

A forma de uma transfiguracdo pode ser considerada
uma operacao parcial unitéria f, tal que f(x) =y, ou ainda,
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como vimos no Capitulo 1 (Notagio 1.5), representada
pelo par ordenado (x,y).

Assim, temos também que um esquema E de trans-
figuragdo pode ser representado como um conjunto de
pares ordenados: o conjunto dos pares ordenados que re-
presentam as transfiguragdes com esquema E.

Logo, temos que, por definicdo, as transfiguracdes e
seus esquemas sdo certos tipos de operagdes realizadas
sobre imagens mentais.

Por outro lado, como vimos, um simbolo é “uma ima-
gem evocada mentalmente ou um objeto simbélico mate-
rialmente escolhido intencionalmente para designar uma
classe de acoes ou objetos” (Piaget, 2008, p.185). Como as
imagens mentais sdo simbolos, temos que as transfigura-
¢Oes sdo acdes internas realizadas sobre simbolos.

Vimos também, no item “O sistema de esquemas de
transfiguracdes e as operagdes concretas”’, que estas ope-
racoes resultam da coordenacdo de esquemas de transfi-
guragdes e o periodo operatério concreto pode assim ser
visto como constituido por um sistema de esquemas de
transfiguracdes.

Do exposto, utilizaremos a expressdo “operagdes sobre
simbolos” para designar as transfiguragdes e seus esque-
mas. Nesse sentido, o periodo operatério concreto pode
ser caracterizado pela constituicdo do sistema de opera¢des
sobre simbolos. Assim, as operagdes concretas de classifi-
cacdo e seriacdo descritas por Piaget no seu Ensaio (1976)
s3o, segundo nossa convencdo, o resultado de operacoes
sobre simbolos, como argumentado por Tassinari (1998).

Em termos da forma matematica geral do periodo
operatdrio concreto, temos que a ideia é que as transfi-
guracdes e seus esquemas definem tanto operagdes episté-
mico-psicoldgicas e suas coordenacdes quanto possuem a
forma de operagbes matemdticas parciais que constituem
estruturas de digrafos-RPT.
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Temos entdo o seguinte resultado geral.

Os digrafos-RPT sio as formas matematicas das
operagdes sobre simbolos que o sujeito realiza a partir
do periodo operatorio concreto.

No que diz respeito a correlagio entre as estruturas
epistémico-psicologicas e as estruturas matematicas, po-
demos dizer que a forma de tratar as acoes e as opera-
¢oes sobre simbolos como operacgdes parciais nos leva a
considerar que existe uma conformacio imediata desses
dois tipos de operacdes: as operacdes matematicas par-
ciais unitérias sdo a forma das operacdes sobre simbolos
(lembremos que, conforme a Proposicdo 1.5, as opera-
¢Oes parciais unitarias podem ser consideradas estruturas
matematicas).

Mais adiante, iremos considerar ainda as operagdes
sobre signos, em sentido andlogo ao das operagdes sobre
simbolos, mas nas quais os objetos e estados sdo desig-
nados por signos, e ndo por simbolos, o que nos levard a
ver os proprios sistemas de operagdes sobre signos como
sendo constituidos por operacgdes parciais unitérias.

Do exposto, podemos responder a mais uma parte da
pergunta fundamental deste livro: Como, a partir das re-
lagbes entre estruturas epistémico-psicologicas e estrutu-
ras matematicas, o sujeito epistémico compreende estas
ultimas?

Pelo exposto nesta parte, temos que existe uma estru-
tura matematica especifica (os digrafos) associada a uma
estrutura epistémico-psicologica, o sistema de esquemas
de transfiguracdes. Tal estrutura pode ser vista como
constituida por um conjunto de conjuntos de operagdes
parciais unitarias e, assim, em relagio direta com a Defi-
nicdo 1.5 de estrutura. Devemos salientar que, enquanto
o sujeito caminha para um pensamento logico-operatério,
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ele constitui uma estrutura epistémico-psicoldgica neces-
saria para o surgimento do pensamento operatério con-
creto, e tal estrutura, o sistema de transfiguracoes, possui
uma estrutura matematica a ela associada. Pensamos a
estrutura matematica como constituida por um conjunto
de conjuntos de operagdes parciais unitarias, pois essa
relagdo sera fundamental para entendermos as operagdes
parciais como formas de operacdes mentais em geral — ndo
somente das operacoes sobre simbolos — e nos aproximar
ainda mais da resposta a nossa pergunta inicial, através do
sistema de operacdes sobre signos.



4
CoMO 0O SUJEITO
COMPREENDE AS ESTRUTURAS
LOGICO-MATEMATICAS ABSTRATAS?

Assim se constituem as estruturas ope-
ratorias que, gragas aos progressos da
reversibilidade, adquirem um cardter
extratemporal, que permite transcender
o fluxo 1rreversivel das agoes iniciais:
sdo entao estas conexoes extratempo-
rais que, gragas ao desenrolar ininter-
rupto das abstragoes reflexionantes,
fornecerao o dado cuja axiomatizacdo
¢ efetuada pela logica dos logicos.

(Piaget, 1983a, p.327)

Neste capitulo, elaboraremos nossas principais hipo-
teses para responder a pergunta: Como o sujeito com-
preende as estruturas l6gico-matematicas abstratas? Para
tal, de acordo com o livro Da ldogica da crianga a logica
do adolescente (Piaget; Inhelder, 1976), apresentaremos
as caracteristicas gerais do periodo operatério formal ou
hipotético-dedutivo e a passagem do periodo operatorio
concreto ao periodo operatério formal.

Para introduzirmos a noc¢do de esquemas de transig-
nacdes e a compreensio das estruturas l6gico-matema-
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ticas, iniciaremos expondo a defini¢do de transignacdo
e mostraremos como o sistema de operagdes formais
pode ser visto como resultado da coordenacio de esque-
mas de transignacoes. A seguir discutiremos como o sis-
tema de esquemas de transignacdo permite compreender
as estruturas matematicas. Finalmente, explicaremos a
forma geral do funcionamento do sistema de operacdes
sobre signos.

O periodo operatério formal

O pensamento do sujeito epistémico, no periodo ope-
ratorio concreto, estd ligado diretamente aos objetos reais.
Sua forma de equilibrio,! atingida pelo sistema das ope-
racOes concretas, chega a um conjunto limitado de trans-
formacdes virtuais.? A nog¢do da possibilidade® ndo passa

1 Piaget (1976) usa o termo “equilibragdo”, em contraposigdo ao
termo “equilibrio”, para mostrar que néo se trata de um estado final
a ser atingido, determinado desde o inicio, mas sim de um processo
de “construcdes sucessivas com elaboracdes constantes de estrutu-
ras novas” (p.7) que conduzem ‘“néo a formas estaticas de equili-
brio, mas a reequilibragdes melhorando as estruturas anteriores”.
Sobre a nocdo de equilibra¢do, ver Ramozzi-Chiarottino (1972,
Cap. 2); Apostel; Mandelbrot; Piaget (1957); e Piaget (1976).

2 Chamam-se transformagdes virtuals em oposicdo as transforma-
¢oes reais. Uma operagdo é uma agio interiorizada, reversivel e
coordenada em estruturas totais. As transformagdes virtuais dizem
respeito as operagdes, e ndo meramente as agdes (transformagoes
“reais”).

3 A nogdo de possibilidade, nesse contexto, estd ligada a ideia de o
sujeito criar hipéteses segundo as possibilidades compativeis com
a situagdo dada. Diz-se que o possivel nio passa de mera exten-
sdo do real, no sentido de que, ao deparar com um problema, o
sujeito de pensamento operatério concreto age desde o inicio, e
apenas procura, com essas a¢oes, coordenar as leituras sucessivas
dos dados que obtém, estruturando a realidade na qual atua. Se ele
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de um prolongamento do real na dire¢do do virtual, ndo
estando definitivamente aberta para um campo amplo de
hipéteses. Nesse periodo, diante de um problema apresen-
tado, a crianca apenas age desde o comeco, estruturando a
realidade atual por meio de tentativas de coordenacio das
leituras dos resultados obtidos. Se ela cria hipoteses, diz
Piaget, elas ndo passam de “projetos de acdes possiveis”,
nio construindo assim um conjunto de hipéteses, uma
teoria propriamente dita, caracteristica do periodo opera-
tério formal.

No pensamento formal, segundo Piaget (1976, p.189),
existe uma inversdo de sentido entre o possivel e o real:*
o real se subordina ao possivel, e o sujeito considera que
os fatos se tornam fatos propriamente ditos somente apés
uma verificacgio efetiva, verificacdo essa que se refere as
hipoteses criadas e compativeis com a situacio dada. O
fato, portanto, é resultado da experimentacdo das hipéte-
ses admitidas como possiveis.

Nesse periodo do desenvolvimento, diferentemente
da deducdo concreta, a dedugdo formal nio se refere as

cria hipéteses, diz Piaget, é preciso admitir que tais hipoteses sdo
meros projetos de agdo possiveis, e ndo formas de imaginar o que
deveria ser o real, caso tal hip6tese fosse satisfeita ou ndo. Nesse
sentido, o possivel é mera extensdo do real (Piaget, 1976, p.188).

4 Com relagdo a sua forma, o possivel, como vimos, “reduz-se a
um simples prolongamento virtual das agdes ou operacdes a um
contetddo dado. Por exemplo, depois de ter seriado vérios objetos,
o sujeito sabe que pode continuar a seriar outros (possibilitado
pelo mesmo esquema antecipador de seriagdo, que lhe permite efe-
tuar sua seriagdo real)” (Piaget, 1976, p.218-9, grifos nossos). Por
outro lado, com relaqio ao seu conteudo, “o pensamento concreto
apresenta esta particularidade limitativa de ndo ser imediata-
mente generalizdvel a todos os contetidos, mas de proceder domi-
nio por dominio, com uma defasagem que as vezes chega a varios
anos entre a estruturagdo de um contetido e o seguinte” (Piaget,
1976, p.219).
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realidades atuais (isto €, atualmente percebidas), mas as
ligacdes entre as hipoteses enunciadas e o resultado bus-
cado, portanto, as proposi¢des (referidas as hipoteses ou
aos dados, estes independentes do seu caréter real). Por
isso, o pensamento formal é fundamentalmente hipotéti-
co-dedutivo. Deduzir, segundo Piaget (1976), “consiste,
entdo, em ligar entre essas suposic¢des, e delas deduzir
suas consequéncias necessdrias, mesmo quando sua ver-
dade experimental nio ultrapassa o possivel” (p.189,
grifo nosso).

Os sujeitos do nivel operatério concreto seriam, sem
intervenc¢do, pedacos de madeira segundo seus compri-
mentos. Piaget (1976) escreve: “coordena[m], por um
elemento E, as duas relagdes E > D > C > B > A (ja co-
locadas) e E < F < G < H etc. (elementos restantes)”
(p.189), portanto, as relagdes “mais que” (ou “maior que”)
e “menos que” (ou “menor que”). Por outro lado, o pro-
blema formal “Edith é mais loira do que Suzana e Edith é
mais morena que Lili; qual a mais morena das trés?” s6 é
resolvido entre 11 e 12 anos, mesmo que a seriacdo con-
creta das cores dos cabelos, do ponto de vista formal, ndo
seja mais dificil do que a dos comprimentos dos pedacos
de madeira. Portanto, hé4, segundo Piaget, intervencao
de outra coisa na resolugdo desses problemas que nio a
mera explicitacdo, em enunciados, das operacdes concre-
tas. Ainda segundo o autor (1976, p.190), o exame das
imagens mentais mostra que a representacdo concreta é
inadequada nesse caso, uma vez que o sujeito ndo chega
a traduzir os dados em representacdes de imagens: ele é
obrigado a cria-los como simples hipoteses, a fim de de-
duzir as consequéncias necessarias.

Dessa obrigatoriedade tem-se, para Piaget (1976,
p.190), uma segunda e importante caracterizacdo do pe-
riodo operatoério formal: sua nova légica. Ele ressalta que,
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“[...] quando os objetos sdo substituidos por enunciados
verbais, superpomos umanova l6gica—a das proposicoes —
a das classes e relacoes que se referem a esses objetos”
(p.190). Tal l6gica das proposi¢des supde um conjunto
mais extenso de possibilidades operatérias em relacdo ao
periodo precedente, uma vez que a forma de tal pensa-
mento leva o sujeito a elaborar problemas e a criar seus
proprios meios para soluciona-los, enquanto no opera-
tério concreto os problemas derivam diretamente dos
dados experimentais. Esse é um fator bastante proficuo
para constatar a hipétese de que o pensamento formal é
muito mais do que simplesmente a tradugio, em palavras,
das operagoes ligadas aos objetos como tais. Ao contra-
rio, ““[...] é durante as manipulactes experimentais que se
afirma [...] uma série de possibilidades operatérias novas,
formadas por disjungdes, implicagdes, exclusdes etc., que
intervém desde a organizagio da experiéncia e desde a lei-
tura dos dados de fato” até os agrupamentos — de classes
e relagdes (Piaget, 1976, p.190). Novamente, nio existe
estruturacio direta dos dados atualmente perceptiveis.
H4, ao invés disso, sempre a media¢io do possivel, hipo-

teticamente enunciado:

Portanto, o caracteristico da légica das proposi¢oes
ndo €, apesar das aparéncias e da opinido corrente, ser
uma logica verbal: ¢, antes de tudo, uma légica de todas
as combinagdes possiveis do pensamento, tanto no caso
em que tais combinag¢des aparecem com problemas expe-
rimentais, quanto no caso em que aparecem diante de
problemas puramente verbais. Sem duvida, tais com-
binagdes se superpdem, gracas as hipoteses, a simples
leitura dos dados, e supdem também um apoio verbal
interior; mas ndo é esse apoio que constituiu o motor efe-

tivo da légica das proposi¢des. Esse motor é o poder de
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combinar, gragas ao qual ela insere o real no conjunto das
hipéteses possiveis, compativeis com os dados. (Piaget,
1976, p.190)

Uma terceira caracteristica do pensamento formal é a
constitui¢do de um sistema de operac¢des de segunda potén-
cia. Considerando as opera¢des concretas como operagoes
de primeira poténcia, pois se referem essencial e direta-
mente aos objetos concretos, como a construgio de relagdes
entre os elementos dados, as opera¢des de segunda poténcia
caracterizam-se por serem ‘“‘relacdes de relagdes”. Nesse
caso, a logica das proposi¢cdes supde, ela mesma, operacoes
de segunda poténcia, pois as “operacdes interproposicio-
nais se referem a enunciados cujo contetddo intraproposi-
cional é formado por operacdes de classes e de relacdes”
(Piaget, 1976, p.191), portanto, de opera¢des de primeira
poténcia. Ainda, essas operactes de segunda poténcia ex-
primem mais uma vez, segundo Piaget, o caréter de ge-
neralidade inerente ao pensamento formal, qual seja, o de
ultrapassar o conjunto de transformagdes subordinadas ao
real, inserindo-as num sistema de combinacées hipotéticas
e dedutivas, portanto, possiveis.

A caracteristica inerente ao pensamento operatério
formal subjacente as trés anteriormente apresentadas é
aquela na qual esse pensamento é capaz de pensamento
por combinatéria: apenas uma combinatéria constréi de
fato o conjunto dos possiveis de que tratamos até aqui (e
que, portanto, inverte o sentido entre o real e o possivel
com relacdo ao pensamento operatério concreto).

Entretanto, apesar de a combinatoria estabelecer o
conjunto dos possiveis e possibilitar a inversio de sentido
entre o real e o possivel, segundo Piaget (1976): “[...] éa
subordinacdo do real ao possivel que efetivamente carac-
teriza o pensamento formal” (p.191).



COMO E POSSIVEL O CONHECIMENTO MATEMATICO? 99

Mas como se da a passagem do periodo operatério
concreto ao operatorio formal? Tal questdo nos leva a pro-
xima parte.

A passagem do operatédrio concreto
ao operatério formal

O equilibrio do pensamento operatério concreto é li-
mitado seja pela forma das ligacbes do sistema, seja pelo
conteudo das nogdes que se aplicam as operagdes. (i) De
sua forma, as operagdes concretas estruturam?® direta-
mente os dados reais, classificando, seriando, colocando
em correspondéncia etc. Portanto, o sujeito desse nivel
insere, num conjunto de classificacdes e de seriacdes,
os contetdos especificos (comprimentos, pesos, volu-
mes etc.). E nesse sentido que diziamos que o possivel
nio passa de mero prolongamento das préprias opera-
¢oes, aplicadas ao conteudo dado, em direcdo ao virtual.
(ii) De seu contetido, o pensamento operatério concreto,
diferente do que se apresentard no operatorio formal, ndo
é generalizavel a todos os contetdos. Isso quer dizer que
os sujeitos procedem dominio por dominio, passando a

estruturar os diferentes contetiddos com até anos de dife-

5 Dizemos que o sujeito epistémico, executando as operagdes (con-
cretas ou formais), estrutura a realidade ou suas estruturas ulte-
riores no sentido expresso anteriormente: é préprio das operagoes
constituir sistemas. Essa concepgo, como jd tratamos, é anédloga
aquela em que as estruturas matematicas sio definidas por meio de
operagdes sobre certos conjuntos de elementos. Da mesma forma,
as operacdes (concretas e formais) sdo executadas sobre conjuntos
de objetos (ainda que, na maioria das vezes, tais conjuntos nao
sejam especificados, principalmente para o sujeito epistémico).
Nesse sentido, as operagdes constituem estruturas ou, em outras
palavras, estruturam o real.
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renca (por exemplo, no caso dos comprimentos e depois
dos pesos ou volumes).

Segundo Piaget (1976, p.205-6), enquanto os sujeitos
operatorios concretos procedem contetddo por conteudo,
a realidade cedo ou tarde impde uma mistura de tais con-
tetdos, exigindo que utilizem novos instrumentos ope-
ratorios. De fato, no pensamento formal, os dominios,
até entdo considerados qualitativamente heterogéneos
(comprimentos, superficies, pesos, velocidades, volu-
mes etc.), interferem uns nos outros mutuamente, reu-
nindo, em um Unico sistema, os diversos contetidos que
se influenciam e que antes eram considerados de modo
independente, como se ndo imbricassem um ao outro.
Nesses moldes, um dos meios pelo qual o pensamento
formal opera é justamente pelas relacdes de relacdes, isto
¢, operacdes de segunda poténcia: a primeira serve como
classificagio ou seriagdo de objetos concretos; a segunda,
por sua vez, envolve uma reorganizagio, por abstragdes,
de objetos ja organizados por meio de classes ou relacdes.
Quais os métodos usados pelo sujeito nessa nova forma de
pensamento?

Dois métodos sdo entdo simultaneamente empregados
pelo sujeito, conforme explicita Piaget (1976): (i) como
dito, o sujeito operatério formal procura coordenar entre
si os resultados das operacdes concretas; para tal, como o
pensamento formal considera que os dominios ou con-
tetdos se imbricam um ao outro, é preciso entio que o
raciocinio usado por ele elimine as contradi¢bes que sur-
gem dessa mesma interferéncia de dominios, para entdo
considerar o sistema enquanto tal; além disso, (ii) o sujeito
coordena diretamente entre si as distintas operacdes que
sdo caracteristicas dos agrupamentos de classificacio e
de seria¢do. Ainda segundo Piaget (1976), esses dois mé-
todos, que conduzem a descoberta da légica formal das
proposic¢des, consistem, portanto, em:
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1) Dissociar a realidade bruta, e, portanto, os contetidos
dessas operacdes, em funcdo das diversas combinacoes
possiveis. 2) Coordenar os diversos agrupamentos de
classes e de relagdes num dnico sistema total. Ora, por
mais diferentes que esses processos possam parecer entre
si, veremos que na realidade se reduzem a um so, pois o
segundo repousa, como o primeiro, numa combinatdria.
O problema real é, portanto, compreender como nasce

essa combinatéria. (p.212)

As observacdes de Piaget mostraram que, no nivel
das operagdes concretas, o sujeito procura estruturar os
dados da maneira como lhe s3o acessiveis, mas é defini-
tivamente limitado ao real. Portanto, ele nio dissocia os
fatores (conteddos), classificando, ordenando, estabe-
lecendo correspondéncia etc. apenas entre os fatos que
observa diretamente. Estrutura assim os dominios um
apoés o outro, sem inseri-los num dnico sistema coorde-
nado, como vimos. No entanto, ao se pedir ao sujeito
que resolva os problemas quando é necessario coorde-
nar os diversos dominios (varios fatores heterogéneos),
o pensamento concreto apresenta raciocinios que nao se
coordenam entre si, e os resultados sdo incoerentes ou
mesmo contraditorios. Assim, “quanto mais o sujeito
analisa concretamente a realidade ([...] por simples cor-
respondéncias entre conteidos distintos), mais esta lhe
apresenta misturas de regularidades parciais e excegdes, e
que ndo podem ser interpretadas com seguranca” (Piaget,
1976, p.212).

E justamente a tentativa de dissociar os fatores que
conduz ao aparecimento do pensamento operatério for-
mal, segundo Piaget (1976, p.212-6). Inicialmente, ob-
serva, € natural que o sujeito despreze as regularidades

parciais e as exce¢des das quais falamos anteriormente.
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No entanto, quando o resultado depende de uma anélise
que leve em conta mais do que os simples fatos brutos,
impde-se uma nova atitude experimental, a qual se gene-
raliza somente no nivel formal:

Uma vez classificados, seriados, igualados, colocados
em correspondéncia etc. os diversos aspectos da situacdo
que condicionam a solugio de um problema, pode ser
necessario, para resolvé-lo, reunir num Gnico sistema as
operagdes até entdo realizadas, e é a isso que conduz, exa-
tamente, a necessidade de coordenar entre si seus resul-
tados, quando sdo insuficientemente coerentes. (Piaget,
1976, p.216)

Nio ha qualquer operacdo concreta que retina dire-
tamente os agrupamentos de classes e de relagdes num
sistema Gnico. Suas formas ndo se ampliam além de sim-
ples inclusdes por adi¢do ou por multiplica¢io e, portan-
to, ndo hd o conjunto das partes, uma combinatéria que
surge, segundo Piaget, espontaneamente no pensamento
do sujeito.

No entanto, hd um agrupamento mais geral do que os
outros, tanto para as classificagdes quanto para as seria-
cdes, ainda no operatério concreto. E mais geral do que os
outros porque os contém ou porque os outros dele deri-
vam: é o agrupamento multiplicativo de classes ou de rela-
¢oes, que consiste no minimo de dupla entrada. Segundo
Piaget (1976):

O agrupamento concreto mais geral é o agrupamento
multiplicativo (de classes ou de relagdes) que consiste de
tabelas de dupla entrada (ou tripla etc.). Esta maneira
de agrupar os dados equivale, portanto, para dois aconte-

cimentos ou propriedades, x e y, a construir as associa¢des
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elementares (xy + xy + xy + xy) [nas quais x e y sdo os
complementares de x e y, respectivamente]. No entanto,
como acabamos de ver no caso da dissociagio de fatores
e da combinatéria que disso decorre, novos problemas se
apresentam para o sujeito, logo que precisa decidir quais,
entre essas associacgoes, sdo verdadeiras, e qual é a signifi-
cacgdo que deve ser atribuida a esses subconjuntos. Como
é que procede nesse caso? E muito interessante verificar
que essa escolha ou essa verificacdo dos subconjuntos de
associacoes verdadeiras, entre as possibilidades (xy + xy
+ xy + xy), se devem a simples operacdes de classificacio,
mas aplicadas as associagdes (xy etc.) e generalizadas a
todos os casos possiveis: 0 sujeito retine assim 0s casos
[...] como se se tratasse de uma reunido de objetos quali-
ficados por suas propriedades comuns, quando, na reali-
dade, se trata de reunir as associagdes, isto &, as situagdes
nas quais duas propriedades se apresentam juntas (ou
uma sem a outra etc.) ou ainda, onde dois acontecimentos
se produzem ao mesmo tempo (ou um sem o outro etc.).
Em outros termos, o sujeito, partindo do conjunto mul-
tiplicativo (xy + xy + Xy + xy), constréi seu ‘“conjunto de
partes” através de uma nova classificagdo: portanto,
aplica o mais simples dos agrupamentos (a classificagio)
ao mais geral (a tabela das multiplicagdes l6gicas), che-
gando assim a uma espécie de agrupamento de segunda
poténcia que coordenara todos os agrupamentos num
sistema superior, uma vez que nao pode liga-los dire-
tamente entre si. Ora, esse agrupamento de segunda
poténcia por aplica¢do da classificacdo generalizada as
associacdes multiplicativas ndo é mais do que uma com-

binatérian porn|...]. (p.216)

Temos entdo as seguintes consequéncias:

1) Atéentdo, as classificacdes realizadas pelos sujeitos
eram inclusdes simples, um agrupamento ainda
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muito elementar. Agora, diferentemente, trata-
-se de incluir subconjuntos de associa¢des uns nos
outros, numa forma de agrupamento multiplica-
tivo, levando em conta as diversas possibilidades,
o que chega a uma combinacdo n por n. O sistema
novo ndo é uma classificagdo simples ou uma inclu-
sio elementar. E, antes, uma classificacio genera-
lizada ou, segundo Piaget, “o conjunto de todas as
classificactes possiveis compativeis com as asso-
ciagdes de base que sdo dadas”, e é isso que consti-
tui a estrutura baseada no conjunto das partes.

A negac¢io de uma combinagio serd o conjunto das
outras (ou sua complementar em rela¢io a todo o
resto do sistema). Por exemplo, a nega¢do da com-
binac¢io xy é a reunido de todas as outras combi-
nagdes (xy + Xy + Xy), ou, como diz Piaget (1976,
p.218), a incompatibilidade x e y.

Tal sistema, em funcio das negacdes apresentadas
(Piaget fala em inversdes) e das reciprocidades ine-
rentes as operagdes, constitui, portanto, um grupo
de quatro transformacdes (INRC).°

Nesse caso, o raciocinio néo se refere apenas ao real,
mas também ao real em funcdo do possivel. Efeti-
vamente, a reunido (+) ndo é mais aqui uma adi¢ido

de casos reais, pois nido podem sempre realizar-se

6 Segundo Piaget (1976): “O conjunto das quatro transforma-
¢des | [idéntica ou elemento neutro], N [inversa ou negagdo], R
[reciproca] e C [correlativa] constitui um grupo comutativo rela-

tivamente a sua composigao. Através da composigao de cada dois

desses quatro elementos, garantimos que (1) a composigdo de dois
elementos do conjunto é ainda um elemento do conjunto, como
RN = C, por exemplo; (i1) a composigdo € associativa; (iii) cada ele-
mento tem um inverso (que é ele mesmo); (iv) existe um elemento
neutro; e (v) a composic¢do é comutativa” (p.272).
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ao mesmo tempo, mas uma reunido dos possiveis,
e é por 1sso que a operacdo fundamental da légica
das proposicoes € indicada por v (simbolo usual da
disjun¢io), no sentido de “ou”.

Resumidamente, assim que o sujeito coordena os
agrupamentos concretos em um Unico sistema, em se-
gunda poténcia, o pensamento se torna formal, porque se
refere as combinacdes possivels, e ndo mais aos objetos em
si mesmos. Segundo Piaget (1976), o pensamento formal
“se orienta para uma nova forma de equilibrio, caracteri-
zado por uma nova estrutura de conjunto que deriva ao
mesmo tempo do reticulado e do grupo das inversdes e
reciprocidades” (p.219).

Como veremos a seguir, o sistema de operagdes sobre
signos é uma estrutura epistémico-psicolégica cujo sur-
gimento € solidario com as outras estruturas construidas
nos periodos precedentes e também apresenta todas as
caracteristicas do periodo hipotético-dedutivo des-
critas nesta parte, em conformidade com o pensamen-
to de Piaget (1976). Passaremos agora a tratar algumas
no¢des necessarias para a compreensdo das estruturas
matemadticas para, posteriormente, explicitar de maneira
mais especifica as caracteristicas do sistema de operacdes
sobre signos relacionadas ao periodo hipotético-deduti-
vo, buscando entender o funcionamento de tal estrutura
epistémico-psicolégica.

Os esquemas de transignacoes
e a compreensao das estruturas
l6gico-matematicas

Iniciaremos esta parte apresentando a definicdo de
transignacdo e mostraremos como o sistema de operacgdes
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formais pode ser visto como resultado da coordenacio de
esquemas de transignacdes. Em seguida, discutiremos
como o sistema de esquemas de transignagdo nos permite
compreender as estruturas matematicas. Por fim, apre-
sentaremos a forma geral do funcionamento do sistema de

operagdes sobre signos.

Transignagdes e esquemas de transignagoes

No capitulo anterior, definimos transfiguracdo a par-
tir dos trabalhos de Tassinari (1998; 2011). Tal defini¢ao
fo1 elaborada para responder ao problema apresentado
pelo epistemélogo Gilles Gaston Granger de que haveria
uma ruptura, na obra de Piaget, na explicacdo da passa-
gem da agdo sobre a experiéncia sensivel a estruturacio
l6gico-matematica do real. Como vimos, a transfiguragdo
constituil uma acédo interna que leva uma imagem mental
(que representa uma situacdo ou estado 1) a outra ima-
gem mental (que representa uma situagio ou estado 2),
havendo consciéncia, por parte do sujeito, de que se trata
de duas situacdes ou estados diferentes ligados por essa
acdo interna que os compara. Assim, a transfiguracdo
¢ condicdo necessaria para a légica operatoria concreta.
Em especial, a imagem mental tem papel fundamental na
constitui¢do do pensamento do sujeito caracteristico do
periodo operatério concreto e permite uma interpretacao
distinta daquela apresentada por Granger.

O termo “transfiguracdo”, entdo, permite designar
acdes interiorizadas sobre elementos do aspecto figurativo
do conhecimento (trans = movimento para além de, figu-

ra = imagem). Resumidamente:

. ‘o . ~ ”» M
(i) “Transfiguracdo” é o termo que designa uma ope-

racdo concreta de uma imagem mental a outra.
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(i1) O esquema de transfiguracio é a forma geral de
certas transfiguracdes. Em outras palavras, ele é a
compreensdo dessas transigna¢des, na medida em que
o esquema ¢ a forma geral dessas transignacdes realiza-
das segundo uma intengéo do sujeito.

(ii1) A coordenagio de esquemas de transfiguracio é

ainda um esquema. (Tassinari, 1998; 2011).

Por outro lado, vimos que o periodo operatério for-
mal tem como caracteristicas: a possibilidade de o sujeito
pensar hipoteticamente e de construir teorias; a possi-
bilidade de realizar operagdes de segunda poténcia; a
capacidade de realizar uma combinatéria exaustiva; e
uma inversdo de sentido entre o possivel e o real. Nesses
casos, ele nio apenas se utiliza de signos para a repre-
sentacdo dos objetos e das situacdes, como também se
mostra capaz de agir internamente ou operar sobre tais
signos e seus significados, em uma estrutura operatéria
nova que vai muito além das transfiguracdes, pelas quais
agia internamente apenas sobre imagens mentais. Para
considerar essa nova capacidade, apresentamos as defini-
coes de transignagdes e seus esquemas, de forma anédloga
aquela utilizada para as no¢des de transfiguracio e seus
esquemas.

Defini¢do 4.1. Chamamos de transignacio a uma acéo,
realizada endogenamente pelo sujeito epistémico, que
consiste em passar de um signo (que representa uma si-
tuacdo ou objeto que chamaremos de estado 1) a outro
signo (estado 2) e que permite comparar os estados 1 e 2,
sendo que os signos ndo podem estar fundidos em uma re-
presentacdo signica Unica, ou seja, o sujeito deve expressar
em seu comportamento (o0 que mostra haver a consciéncia
de) que se trata de dois estados distintos ligados por essa

prépria agdo enddgena que os compara.
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E, da mesma forma que Piaget e Beth (1961, p.251) de-
finem um esquema de agio e Tassinari (2011, p.37) define
um esquema de transfiguracdo, temos a seguinte definicéo:

Definigdo 4.2. Um esquema de transignagio é a forma
geral de certas transignacdes, ou seja, é o conjunto de qua-
lidades gerais de uma transignacio.

Temos entdo que o esquema de transignacdo é o que
permite repetir a mesma transignacdo ou aplica-la a novos
contetdos.

Além disso, como, para a Epistemologia Genética, a
coordenacido de esquemas de a¢des € ainda um esquema
de acdo (como o considera também Tassinari, 1998; 2011
sobre a coordenacdo de esquemas de transfiguracoes),
podemos dizer que a coordenagio de esquemas de transig-
nagdes é ainda um esquema de transignagio.

Notemos que, na medida em que, no periodo opera-
tério formal, qualquer objeto, incluindo aqueles repre-
sentados por imagens mentais, pode vir a ser um signo,
inclusive por uma convencio de designacio estabelecida
pelo proprio sujeito, entdo as estruturas operatorias de
transignacdo ampliam consideravelmente as estruturas
operatorias de transfiguragio.

Na medida em que um esquema de transigna¢o é uma
operagdo sobre signos, no sentido de uma a¢io interioriza-
da que se apoia sobre signos, entdo seu surgimento pos-
sibilita a l6gica operatoria formal, sendo, pois, também
um sistema de operagdes de “segunda poténcia”. Lem-
bremos que, conforme Piaget (1976), as “operacdes in-
terproposicionais se referem a enunciados cujo contetido
intraproposicional é formado por operacgdes de classes e
de relagdes” (p.191). Como uma proposic¢do é constituida
por signos, temos que as operagdes sobre signos referem-
-se também a operacdes sobre enunciados, cujo contetdo
refere-se, por sua vez, a operagdes concretas.
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Apresentaremos a seguir nossas hipéteses para expli-
citar como, a partir da Epistemologia Genética, o sujeito
epistémico compreende as estruturas logico-mateméticas

abstratas.

A compreensao das estruturas
I6gico-matematicas abstratas

Notemos inicialmente que, segundo Piaget e seus co-
laboradores: “A extensio de um esquema é a reunido das
extensdes de acdes das quais ele é 0 esquema. A compreen-
sdo de um esquema € o esquema em si mesmo’’ (Apostel
et al., p.48). Assim, o esquema de uma transignacdo é
justamente a compreensio dessa transignacao.

A partir das defini¢des de transignacio e de esquema

de transignagio, temos os seguintes resultados:

1) Assim como uma transfiguracdo pode ser deno-
tada por xy (cf. Notacdo 3.1) ou por (x,y), temos
que uma transignacio também pode ser represen-
tada pelo par (x,y), no qual x designa o signo 1 e y
designa o signo 2.

2) Nesse caso, (x,y) representa a operagio parcial uni-
taria (e unaria) definida apenas para o signo x, e o
resultado da aplicacdo de (x,y) a x € o signo y. Logo,
uma transignacdo (x,y) é também uma operacio
parcial unitaria (e unaria).

3) Notemos que a juncio de signos € ainda um signo.
Por exemplo, temos que o signo (x,y) é formado
pela juncdo dos signos: (, x, y € ). Logo, podemos
considerar que uma n-upla de signos, por exemplo
(a,, a,, ..., a ), constitui um Gnico signo.

4) Assim, pela Nota¢do 1.5, qualquer (n + 1)-upla da

forma (a,, a,,..., a, a ) representa uma transig-
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nagio que parte do signo (a,, a,, ..., a,) e chega ao

signoa__ .. Inversamente, toda transignagao, quando

o estado x é composto por n elementos, pode ser

representada pela (n + 1)-upla: (a,, a,,..., a, a , ).

5) Por outro lado, na medida em que o sujeito rea-
liza a mesma transignacdo, isto ¢, aplica a mesma
forma de operacdo a outro conteudo (n-uplas),
ele tem posse de um esquema E de transignacio.
Assim, um esquema E de transignac¢do determina
um conjunto C de transignagdes: as transignacdes
em C sdo justamente as transignagdes que tém o
esquema E.

6) Temos, pois, que, por um lado, os esquemas de
transignacoes determinam conjuntos de transig-
nagdes e, por outro, conjuntos de transignagdes
determinam esquemas de transigna¢des. Neste
ultimo caso, dado um conjunto C de transigna-
¢oes, podemos considerar que uma transignacao
tem o esquema E se, e somente se, pertence ao con-
junto C.

Para melhor entendimento do exposto nos itens ante-
riores, consideremos o seguinte exemplo, ja relacionando
os resultados apresentados com a compreensdo de uma
estrutura matematica abstrata.

Consideremos a estrutura <N, {},{s}>, isto ¢, a estru-
tura matematica especifica com a operacdo sucessor (ja
apresentada no Capitulo 1) sobre o conjunto dos nimeros
naturais. Notemos que, nesse caso, os nimeros naturais
sdo representados por numerais e, por questdo de conven-
¢d0, vamos usar aqui os numerais arabicos.

Como compreendemos essa estrutura matematica se-
gundo o que foi exposto até o presente momento?

Lembremos que a operacdo sucessor é uma funcdo
unéria s do conjunto dos niimeros naturais para o conjun-
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to dos nimeros naturais, tal que, por exemplo, s(0) = 1,
s(1)=2,s(2) = 3 etc.

Nesse caso, temos que cada aplicacdo s sobre um na-
mero define uma operacédo parcial no conjunto dos nu-
meros naturais. Por exemplo, a aplicagdo s(0) = 1 define
a operacdo parcial undria (0,1), que esta definida apenas
para o elemento 0 e tem como resultado o elemento 1. De
forma geral, s determina o conjunto de operag¢des parciais
unitarias da forma (x, s(x)) sobre o conjunto dos nimeros
naturais.

Por outro lado, como associado a cada ntimero natural
temos o numeral arabico correspondente, a cada operagdo
parcial unitaria da forma (x, s(x)) estd associada direta e
univocamente a transignac¢io (y, z), que é uma operagao
parcial unitdria no conjunto dos numerais ardbicos, tal
que y é o numeral ardbico correspondente a x, e z é o nu-
meral ardbico correspondente a s(x). Assim, por exemplo,
associada a operacdo parcial unitaria (0,1) sobre nimeros
naturais estd direta e univocamente a transignagio (0,1),
sendo que, para evitar ambiguidade, 0 e 1 desigham os
numerais ardbicos que usamos para designar os nime-
ros 0 e 1. De forma geral, existe um isomorfismo entre o
conjunto de operacdes parcials unitarias da forma (x, s(x))
sobre o conjunto dos nimeros naturais e o conjunto de
transignacoes da forma (y, z) sobre o conjunto dos nume-
rais ardbicos.

Logo, o esquema de transignacdo s determina o con-
junto de pares ordenados {(0, 1), (1, 2), (2, 3), ...} e como
um esquema de transignagio, do ponto de vista da Epis-
temologia Genética, é compreensdo, temos que o sujeito
que o possui compreende a forma geral dessas transig-
nagdes e, portanto, compreende a estrutura matemdtica
<N, {},{s}> (e as estruturas matemadticas em geral) por

meio de um conjunto de esquemas de transignacoes.
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Mais ainda, como os numerais ardbicos sdo signos, o
sujeito pode atribui-los a diversos conteddos e, em espe-
cial, pode corresponder a cada numeral n os conjuntos que
tém n elementos. Assim, a estrutura <N, {},{s}> adquire
ndo apenas uma significacdo abstrata, mas também con-
creta, na medida em que ordena os conjuntos segundo o
numero de seus elementos.

Notemos que essa correspondéncia de um numeral n a
um conjunto se da, em geral, por uma contagem (esquema
de a¢do) do sujeito ao associar o signo 1 a um elemento do
conjunto, o signo 2 a outro elemento e, assim por diante,
até esgotar todos os elementos do conjunto.

Tratando agora da compreensdo das estruturas mate-
maticas em geral, lembremos que, mais uma vez, pela De-
fini¢do 1.5, uma estrutura matemdtica A é constituida por
um conjunto ndo vazio |A| de elementos, um conjunto P,
de predicados n-arios em |A| e um conjunto F, de fungdes
n-arias de |A|*em |A].

Notemos entdo que utilizamos signos para referenciar
os individuos do dominio das estruturas especificas (e,
como também podemos verificar, das estruturas mate-
maticas abstratas). Inversamente, em principio, podemos
supor que € possivel a atribui¢io de um signo (constan-
te) a cada elemento da estrutura, como o faz Shoenfield
(1967, p.18). Nesse caso, dizemos que cada constante é o
nome de um individuo da estrutura.

Temos entdo os seguintes resultados:

1) Vimos que uma estrutura matemadtica especifica
¢ caracterizada pelo dominio da estrutura e pelos
predicados n-drios e fungdes n-arias.

2) Pelos dados anteriores, é possivel, em principio,
considerar que os elementos do dominio da estru-

tura sdo designaveis por signos e, como vimos, cada
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funcdo n-dria e cada predicado n-ario é um con-
junto de n-uplas, logo, cada um desses pode ser
representado através de um esquema de transigna-
¢do, o que nos leva ao seguinte resultado geral.
Uma representagio de uma estrutura matematica
especifica pode ser considerada um sistema de
esquemas de transignacao.

3) Mais ainda, se, como escrito anteriormente, pode-

mos considerar que uma estrutura matematica
especifica < |A|, P,, F, > constitui uma forma
matematica: as propriedades e as relagdes comuns
a todas as estruturas isomorfas a < |A|, P, F, >,
logo, a forma de um sistema de esquema de tran-
signagdes que representa uma estrutura matema-
tica especifica constitui uma estrutura matematica
especifica apenas formal (independente dos signos
que podem ser escolhidos para explicita-las).”
A ideia aqui, como no caso das transfiguracoes, é
que as transignacoes e seus esquemas definem tanto
operacdes epistémico-psicoldgicas e suas coordena-
¢oes quanto tém a forma de operagdes matematicas
e seus sistemas. Ou seja, tem-se uma conformagio
imediata entre as operacdes epistémico-psicolo-
gicas e as operacOes matemadticas enquanto forma
daquelas.

4) Assim, o sujeito pode compreender as estruturas
matematicas especificas e abstratas na medida em

que pode compreender esse jogo de signos esta-

7 Nesse ponto, temos todos os problemas e dificuldades inerentes
a representacdo das estruturas matematicas abstratas como estu-
dado em teoria de modelos, e ndo é nossa inteng¢do aqui tratar esses
problemas, apenas fornecer o ponto de contato entre as estruturas
epistémico-psicoldgicas e as estruturas matematicas.
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belecidos pelos sistemas de transignacoes (sendo
que, em geral, essa compreensdo é parcial, pois
nossas representagdes das estruturas matematicas
abstratas sdo, em geral, parciais, ou ainda, em ter-
mos técnicos, as axiomatiza¢des ndo sdo completas
ou sdo incompletaveis, como no caso da Aritmé-
tica, segundo os teoremas da incompletude de

Godel)®.

Por fim, por razdes andlogas aquelas apresentadas
anteriormente, utilizaremos a expressdo “‘operagdes sobre
signos” para designar as transignacdes e seus esquemas
(ou, em outras palavras, as operagdes formais sdo, segun-
do nossa convencio, operacdes sobre signos; lembremos
que o termo “transignacgdo” designa uma acio interna,
realizada pelo sujeito epistémico, e que consiste em passar
de um signo a outro, havendo a consciéncia de que se trata

8 Sobre os teoremas da incompletude de Gédel, bem como o debate
sobre suas implicagdes e os limites das representacdes formais de
estruturas, sugerimos a leitura da tese de doutorado de Ricardo
Pereira Tassinari, Incompletude e auto-organizagdo: sobre a deter-
minagdo de verdades logicas e matematicas (2003). De acordo com
esse trabalho, o primeiro metateorema da incompletude de Gédel
(1931) seria: “Para toda extensdo axiomatizada T de N, existe, e
podemos exibir, uma férmula fechada G tal que: (i) G ¢é verdadeira
no modelo padrido N e (ii) G ndo é teorema de T e se T é w-consis-
tente, entdo —G nio é teorema de T”. De acordo com o autor: “O
metateorema [anterior| permite estabelecer [...] que uma extensao
consistente axiomatizada T de N é incompleta em pelo menos dois
sentidos: (1) No sentido [...] que existe uma féormula fechada GG que
néo é decidivel em T, i.e., nem ela, nem sua negagio, sido teoremas
de T; e (2) [...] ndo existe uma extensdo consistente axiomatizada
T de N cujos teoremas sejam exatamente as férmulas verdadeiras
no modelo padrio” (p.94). Em relacdo ao segundo metateorema da
incompletude de Gédel: “Para toda extensdo consistente axioma-
tizada T'de N, a férmula de T que afirma que T é consistente ndo é
teoremade T".
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de dois signos diferentes ligados por essa acdo enddgena
que 0s compara).

Logo, a partir do exposto tanto no capitulo precedente
como neste capitulo, temos a seguinte concluséo:

As operagbes matematicas parciais n-arias e unita-
rias sdo formas matematicas das opera¢des mentais,
isto é, das opera¢des sobre simbolos em geral e das
transfiguragdes em particular, e das operagdes sobre

signos em geral e das transignagdes em particular.

Passemos agora a explicitagdo do sistema de operacoes
sobre signos.

O funcionamento do sistema de operagées
sobre signos

Para compreender o funcionamento da estrutura epis-
témico-psicolégica que propomos neste livro, com base
na Epistemologia Genética, é necessario entender, pri-
meiramente, o motivo pelo qual denominamos tal estru-
tura de sistema de operacdes sobre signos.

Lembremos inicialmente a definicdo de estrutura,
conforme apresentada no Capitulo 2. Segundo Piaget
(1979):

Uma estrutura é um sistema de transformagdes que
comporta leis enquanto sistema [...] e que se conserva ou
se enriquece pelo préprio jogo de suas transformacoes,
sem que estas conduzam para fora de suas fronteiras ou
facam apelo a elementos exteriores. Em resumo, uma
estrutura compreende os caracteres de totalidade, de

transformacoes e de autorregulacio. (p.6)
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Podemos assim, com base nessa defini¢do de estrutu-
ra, considerar o sistema de operacdes sobre signos como
uma estrutura epistémico-psicologica cujos principais
elementos sdo os signos, e as transformacdes do sistema
s30 as operagdes formais sobre signos. O sistema assim
pensado guarda em sua estrutura os caracteres de tota-
lidade, de autorregulacdo e de transformacéo, condi¢des
necessarias a todos os sistemas de transformagdes, confor-
me evidencia Piaget no livro O estruturalismo (1979, p.6).

Nesse caso, as operacdes formais (operagdes sobre for-
mas) resultam da coordenacio de esquemas de transigna-
¢oes, e o periodo operatério formal pode assim ser visto
como um sistema de operagdes sobre signos.

Salientamos que tal sistema ndo constitui uma estrutu-
ra epistémico-psicolégica puramente verbal. Esse sistema
de operagdes sobre signos, necessério para a compreensio,
por parte do sujeito, das estruturas l6gico-matemadticas,
guarda, em sua composi¢do, as mesmas caracteristicas do
periodo hipotético-dedutivo.

Temos entdo os seguintes resultados:

(i) O pensamento operatdrio, subjacente ao sistema de
operagdes sobre signos, é um pensamento essencial-
mente hipotético-dedutivo. Por meio do sistema de
signos, o sujeito ndo opera apenas sobre objetos atual-
mente percebidos ou sobre a realidade concreta, mas
inclusive sobre hip6teses, na forma de proposi¢des ou
enunciados hipotéticos e que independem de seu card-
ter real. O sujeito entdo deduz, isto ¢, opera sobre tais
proposi¢des, e conclui, a partir dessas operagdes, suas
consequéncias necessarias (Piaget, 1976, p.189).

(i1) Logo, é propriedade do sistema de operagdes sobre
signos referir-se a elementos verbais, por meio de

proposic¢des, e ndo diretamente aos objetos concretos.
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Segundo Piaget (1976): “[...] os signos que servem
para formular o enunciado [de tais proposi¢des] podem
ser os da linguagem comum ou os de um simbolismo
convencional” (p.32), como no caso das estruturas da
Logica e da Matemética, como ao definir a linguagem
de um sistema formal e as estruturas para linguagens
de primeira ordem, por exemplo.

(iii) O sistema de operagdes sobre signos pressupde
assim nova légica: a logica das proposicdes. E uma
logica de todas as combinagdes possiveis do pensa-
mento, independente se o problema apresentado é
experimental ou puramente verbal. Com a légica das
proposi¢des, hd um conjunto mais extenso de possibi-
lidades l6gicas em relagdo ao periodo operatorio con-
creto. O sujeito, de posse da logica das proposi¢des,
opera justamente por meio de relagdes sobre relagdes
e pode, frente ao sistema agora constituido, solucionar
com eficacia os novos problemas que lhe sdo apresen-
tados. O sistema de operacdes sobre signos, a0 mesmo
tempo, pressupde e é responsavel pela constituicdo da
logica das proposicoes.

(iv) Uma das caracteristicas do pensamento formal,
como vimos na parte precedente, é a constituicdo de
um sistema de operacoes de segunda poténcia. As ope-
racdes concretas sio operagdes de primeira poténcia,
pois se referem a objetos concretos, por meio de clas-
sificacOes e seriacOes. Estas classificacdes e seriacdes
resultam de experiéncias l6gico-matematicas, uma
vez que extraem as informagdes ndo dos objetos como
tais, mas das operagdes realizadas sobre tais objetos.
O sistema de operagdes sobre signos é entdo um siste-
ma de segunda poténcia, jd que, pela propriedade dos
signos, eles podem designar qualquer objeto por con-

vencdo, inclusive uma opera¢do em primeira poténcia,
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e, portanto, as transigna¢des podem ser operagdes de
segunda poténcia, na medida em que sdo operacdes
sobre signos que designam operagdes em primeira
poténcia.

(v) Um sistema de operacdes sobre signos é assim um
sistema que pressupde a combinatéria. As operacdes
de segunda poténcia, agora, referem-se as proprias
classificacdes e seriagdes antes efetuadas concreta-
mente através de experiéncias matemadticas sobre os
objetos reais. Para referir-se as operacdes de segunda
poténcia, o sujeito o faz através de hipdteses compa-
tivels com o sistema total. O pensamento operatério
concreto também repousava sobre proposi¢des, mas
elas ndo estavam ligadas umas as outras enquanto pro-
posicdes, mas unicamente através de seu contetido 16-
gico, por meio de estruturas de classes e de relagoes,
em correspondéncia com o préprio objeto.

(vi) O sistema de operagdes sobre signos nao é me-
ramente uma manipulacio de signos e simbolos. E,
antes de tudo, resultado de uma estrutura formal de
pensamento. Portanto, supde uma légica nova, como
vimos, e essa logica engendra possibilidades em forma
de hipoteses e resultados por necessidade. Tais resul-
tados sdo possivels gracas ao proprio jogo sintatico-se-
mantico realizado pelo sujeito epistémico em fungdo

das relacoes limitadas pelas situacdes dadas.

Descrevendo brevemente a constituicdo do siste-
ma de operacdes sobre signos, temos que, por meio
de abstragdes reflexivas e experiéncias matematicas
ininterruptas, o sujeito estrutura os dados através de
um sistema unico de opera¢des sobre signos no qual
os dominios, considerados até entdo heterogéneos,

se implicam diretamente ¢ compdem-se em uma to-



COMO E POSSIVEL O CONHECIMENTO MATEMATICO? 119

talidade que caracteriza o sistema. O sujeito formal,
entdo, por intermédio de abstracoes reflexivas sobre
operagdes concretas, situa cada um dos dominios num
patamar “superior”, devido a imposi¢io de novos pro-
blemas que necessitam da composicdo dos dominios
para serem solucionados. Colocados os diversos do-
minios em um patamar superior, € necessario que o
sujeito epistémico reorganize os dados apresentados,
considerando uma homogeneidade entre os diferentes
dominios, dai o surgimento, por abstracoes reflexivas
e experiéncias logico-matematicas, de operagdes de
segunda poténcia. Novamente, sdo operacdes de se-
gunda poténcia, pois a realidade impds a necessidade
de considerar os dominios de forma homogénea, como
partes integrantes de um sistema Unico, para entdo
solucionar o problema, por meio de operagdes de ope-
racdes. O sujeito coordena entre si os resultados das
operacdes concretas (i) dissociando a realidade bruta
e os contetidos das operag¢des concretas em funcio das
diversas combinacdes possiveis entre os dominios con-
siderados em sua totalidade; portanto, (ii) o sujeito
coordena os diversos agrupamentos de classes e de re-
lagdes num unico sistema total, conduzindo assim a
descoberta da logica das proposi¢des: o surgimento da
combinatoria.

(vii) No sistema de operacdes sobre signos, os sujeitos
somente admitem os fatos como sendo fatos propria-
mente ditos apos uma verificacio experimental, su-
bordinada ao conjunto de hipéteses compativeis com
o problema proposto. Isso quer dizer que o real estd
subordinado ao possivel: o real é somente uma entre
todas as possibilidades consideradas compativeis com
o sistema que interliga os diversos dominios antes
heterogéneos.



Nesse caso, lembremos que, como escreve Piaget
(1976):

Portanto, o caracteristico da légica das proposicoes
ndo é, apesar das aparéncias e da opinido corrente, ser
uma légica verbal: ¢, antes de tudo, uma légica de todas
as combinagdes possiveis do pensamento, tanto no
caso em que tais combinagdes aparecem com proble-
mas experimentais, quanto no caso em que aparecem
diante de problemas puramente verbais. Sem duavida,
tais combinacdes se superpdem, gracas as hipdteses, a
simples leitura dos dados, e supdem também um apoio
verbal interior; mas ndo é esse apoio que constituiu o
motor efetivo da légica das proposi¢des. Esse motor é
o poder de combinar, gracgas ao qual ela insere o real no
conjunto das hipoteses possiveis, compativeis com os
dados. (p.190)

Por fim, em rela¢do ao conhecimento das estruturas
matemadticas, temos que o sistema de operacdes sobre sig-
nos ¢ condi¢do necessaria para o sujeito compreender as
estruturas l6gico-matematicas. Em especial, as operagdes
sobre os individuos das estruturas sdo representadas por
signos e, através de operacdes sobre signos (transignagdes,
reversivels e coordenadas em estruturas totais), o sujeito
compreende as relagdes sintdtico e semanticas desses sis-
temas abstratos.

Nesse contexto, Tassinari e D’Ottaviano (2012) afir-

mam:

[...] um sistema de signos e de operacdes sobre eles [no
sentido explicitado anteriormente] possui tanto uma
parte semantica (relativa aos significados dos signos)

como uma parte sintatica [...]. Nesse sentido, as opera-
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cOes sobre a parte sintéatica dos signos representam ope-
racoes sobre a parte semantica dos signos. A ideia é entdo
estudarmos as relagdes e operagdes semanticas a partir
das relacdes e operagdes sintdticas dos signos. A vanta-
gem desse estudo é a de substituir elementos abstratos e
invisiveis por outros elementos concretos e visiveis e, a
partir dai, definir, de forma mais rigorosa, nogdes logicas
como as de deducéo, consequéncia sintdtica, demonstra-
¢do e teorema. (p.155)



CONSIDERACOES FINAIS

De maneira geral, o objetivo deste livro fo1 explicitar, a
partir da Epistemologia Genética e da Psicologia Genéti-
ca, as relacoes entre as estruturas epistémico-psicoldgicas
descritas por Piaget ao longo de sua obra e as estruturas
l6gico-matematicas formalizadas e, a partir dessas rela-
¢oes, buscar responder a pergunta: Como o sujeito com-
preende as estruturas l6gico-matematicas?

Para tal, no Capitulo 1, explicitamos o que entendemos
por formas matematicas a partir das no¢oes de estruturas
e de isomorfismos entre estruturas. Assim, apresentamos
a defini¢do de estrutura matematica especifica, a partir
do trabalho de Shoenfield (1967). Introduzimos a defi-
ni¢do de operagdo parcial unitéria e mostramos que uma
estrutura matematica especifica A pode ser considerada
constituida de conjuntos de conjuntos de operacdes par-
ciais unitarias no conjunto de individuos de A. Exempli-
ficamos uma das mais importantes estruturas estudadas
em Matemitica, a estrutura de grupo, e tratamos a nogio
de estrutura matematica abstrata, introduzida através da
nocio de sistema abstrato de Kleene (1952), para mostrar
que o grupo é uma estrutura matemadtica abstrata. Por
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fim, nesse capitulo, explicitamos o que entendemos por
forma matemdtica.

No Capitulo 2, a partir da explicitagdo da estrutura
epistémico-psicologica grupo pratico de deslocamentos
(GPD), mostramos como as formas matematicas estdo
presentes nas acdes sensorio-motoras. Para tal, apresen-
tamos inicialmente alguns elementos da teoria de Piaget
que dizem respeito ao periodo sensério-motor. Explici-
tamos entdo duas nogdes fundamentais da Epistemologia
Genética, centrais para este livro: a defini¢do de estrutura
para Piaget e a nogéo de estrutura epistémico-psicologica.
Apresentamos a estrutura grupo pratico de deslocamen-
tos, introduzida por Piaget (cf. 1970; 1978; 2008) e por
Piaget e Inhelder (2002) e explicitada por Marcal e Tas-
sinari (2013). Por fim, tentamos responder se o sujeito,
no periodo sensorio-motor, ja possul uma estruturacio
que comporta uma forma matematica que é fundamen-
tal, por sua vez, para as construcdes ulteriores, ainda que
tal forma seja inconsciente para esse sujeito. Neste caso,
vimos que o grupo pratico de deslocamento tem a forma
matematica de um grupo, mostrando que ja existe uma
forma matematica na estruturacgio sensorio-motora.

No Capitulo 3, mostramos a existéncia de uma estru-
tura epistémico-psicologica, o sistema de esquemas de
transfiguragdes, necessaria para explicitagdo da passa-
gem na qual a crianca age sobre a experiéncia sensivel a
estruturacdo légico-matematica do real, segundo os tra-
balhos de Tassinari (1998; 2011). Além disso, mostramos
a existéncia de uma estrutura matematica subjacente a tal
estrutura epistémico-psicoldgica, os digrafos-RPT, esta-
belecendo uma relagio entre a estrutura mental e uma es-
trutura matematica. Para tal, apresentamos a definicéo de
operagdo em Piaget (1957, p.45) e algumas caracteristicas
do pensamento operatorio concreto (agrupamento). Es-
tabelecemos uma relagio entre o sistema de esquemas de
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transfiguracdo e as operagdes concretas, mostrando, atra-
vés de um exemplo, como essas resultam da coordenacio
dos sistemas. Apresentamos as relacdes entre o sistema
de esquemas de transfiguracdes e a estrutura de digrafos-
-RPT. Por fim, propusemos designar as transfiguracdes e
seus esquemas de operacdes sobre simbolos e mostramos
que as operagdes parcials podem ser consideradas formas
matemadticas dessas operagdes sobre simbolos.

No Capitulo 4, elaboramos nossas principais hipoteses
para responder a pergunta: Como o sujeito compreende as
estruturas 16gico-matemdticas formais e abstratas? Para
tal, apresentamos as caracteristicas gerais do periodo ope-
ratério formal ou hipotético-dedutivo; apresentamos a
passagem do periodo operatorio concreto ao periodo ope-
ratério formal. Para introduzir a nocdo de esquemas de
transignacdes e a compreensido das estruturas logico-ma-
temdticas, procedemos da seguinte forma: apresentamos
a definicdo de transignacdo e mostramos que o sistema
de operacdes formais pode ser visto como resultado da
coordenagio de esquemas de transignagdes; discutimos
como o sistema de esquemas de transignacdo permite
compreender as estruturas matematicas; por fim, apre-
sentamos a forma geral do funcionamento do sistema de
operagdes sobre signos.

Sobre a compreensio do conhecimento matemadtico
por parte do sujeito epistémico, com apoio na Epistemo-
logia Genética, buscamos mostrar a existéncia de uma
estrutura epistémico-psicolégica que coincide, por assim
dizer, com a representagio de uma estrutura matematica
especifica, conforme definida no Capitulo 1. Nesse sen-
tido, o sistema de operacdes sobre signos € a estrutura
epistémico-psicolégica necessaria para a compreensdo das
estruturas l6gico-matematicas. Mas, na medida em que as
estruturas matematicas foram definidas, neste livro, em
termos de conjuntos de conjuntos de operacdes parciais
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sobre o conjunto de individuos do dominio da estrutura,
pudemos corresponder uma estrutura epistémico-psico-
logica com as estruturas matematicas em geral, uma vez
que as operacOes matematicas parciais foram considera-
das formas matematicas das operacdes mentais (concretas
e formais).

De forma resumida, podemos dizer que a correspon-
déncia entre as estruturas epistémico-psicoldgicas e as
estruturas matematicas permite explicar como as ultimas
s3o possiveis, na medida em que as primeiras assumem
a forma delas. Também permite explicar como o sujeito
entende essas ultimas, na medida em que elas sdo formas
de um sistema de agdes e operagdes, ou seja, agdes e opera-
¢oes que ele coordena segundo formas matematicas, o que
lhe permite entdo tomar consciéncia dessas formas.
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bacharelado em Fisica, com Iniciagio Cientifica em
Logica-Matematica, pela Unicamp. Atualmente, de-
senvolve e orienta pesquisas sobre Filosofia Especula-
tiva Hegeliana, Epistemologia Genética de Jean Piaget,
Logica, Epistemologia, Teoria do Conhecimento e Filo-
sofia da Ciéncia.
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Alexandre Augusto Ferraz. Aluno do curso de Dou-
torado em Filosofia pelo Programa de Pés-Graduagio
em Filosofia do Instituto de Filosofia e Ciéncias Hu-
manas da Unicamp, na linha de pesquisa em Légica e
Epistemologia. Mestre em Filosofia pelo Programa de
P6s-Graduagio em Filosofia da Unesp, campus de Ma-
rilia, na linha de pesquisa em Logica e Epistemologia.
Licenciado em Matematica pela Unesp. Membro do
Grupo de Légica e Epistemologia, do Grupo Interdis-
ciplinar de Auto-Organizagio, Sistémica e Informagio
e do Grupo de Estudos e Pesquisas em Epistemologia
Genética e Educacio.



SOBRE O LIVRO

Formato: 12 x 21 cm
Mancha: 20,4 x 42,5 paicas
Tipologia: Horley Old Style 10,5/14

EQUIPE DE REALIZACAO

Coordenacdo Geral
Maria Luiza Favret



CULTURA

ACADEMICA ¢
Cditora





